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Baruch Spinoza i matematyka
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Zwiazki Spinozy z matematyka sa niebanalne, choé¢ sam nigdy nie napisat
typowej pracy matematycznej. Matematyke uwazal za wzér rozumowania
majacego doprowadzi¢ do prawdy, a swoja stynna Ftyke, czyli Fthica Ordine
Geometrico Demonstrata (1677), napisal, wzorujac si¢ na Elementach Euklidesa.

W swoim niedokoniczonym Traktacie o doskonaleniu umystu przedstawil kolejne
poziomy poznania [por. Polya, 1975]. Omdéwimy je ponizej, odnoszac sie do
zrozumienia znanej ze szkoly, elementarnej formuly

(1) (a+b)? = a® + 2ab + b2,

na poczatku w zakresie liczb naturalnych. Nastepnie bedziemy si¢ zaprzyjazniaé
z nasza formula na rozmaite sposoby (przy okazji pokazujac mechanizmy
odkrywania prawd matematycznych), poglebiajac coraz bardziej poziomy jej
zrozumienia.

(I) Poznanie mechaniczne. Znamy formule na pamieé, wiemy, ze jest
sensowna i jak ja zastosowaé, ale jeszcze nie sprawdziliSmy, czy jest poprawna
chocby dla jednego wyboru liczb a, b.

(ITI) Poznanie indukcyjne. SprawdziliSmy formute na kilku losowo wybranych
przyktadach, przekonaliSémy sie, ze jest poprawna, sadzimy, ze jest zatem
poprawna dla dowolnych par liczb naturalnych, tym bardziej, ze formuta
widnieje w podreczniku.

(ITI) Poznanie racjonalne. Przeprowadzilismy dowdd formuly,

(2) (a+b)% = (a+b)(a+b) =a*+ab+ba+b* = a® + 2ab+ b,
korzystajac z naszej wiedzy o arytmetyce liczb naturalnych. Zatem formula jest
poprawna, jesteSmy o tym przekonani.

Ale czy na podstawie powyzszych badan mozna uznaé¢ formule za oczywista?
Czy przemawia do naszej intuicji? Z pewnoscia nie poraza swoja oczywistoscia.
Zauwazmy, ze w dotychczasowym poznaniu reguly mieliémy do czynienia

z jej coraz glebszym psychologicznym poznaniem. Jesli poprzestaniemy na
dotychczasowych stopniach poznania, co jest do$é¢ typowe, to nie mozemy
powiedzieé, ze sie z nasza formuta zaprzyjazniliémy. Spinoza proponuje kolejny
poziom poznania.

(IV) Poznanie intuicyjne. Jest dla nas oczywiste, ze formula jest prawdziwa,
nie moze by¢ inaczej, nikt nas nie przekona, ze jest inaczej. Nota bene
oczywistoscé jest poziomem poznania podkreslanym takze przez Kartezjusza jako
konieczny dla prawdziwego poznania (Rozprawa o metodzie, 1656). W przypadku
naszej reguly ten poziom oczywistosci osiagamy, przedstawiajac geometryczny
dowéd formuly, ktéry znany byt juz w starozytnosci (Euklides, Elementy,
twierdzenie II, 4).

Czy to juz koniec? Wrecz przeciwnie, teraz dopiero zobaczylidémy, jakie
wyobrazenia stoja za nasza formuta. Mozemy ja dalej wykorzystaé¢ w réznych
kierunkach, ktére nam si¢ narzucaja. Naleza do nich:

(i) powigkszenie zakresu liczb a, b,

(ii) uzycie innego wykladnika niz 2,

(iii) powiekszenie liczby skladnikéw,

(iv) inne rozumienia obiektéw a, b i operacji dodawania i mnozenia.

Jest to powszechna metoda odkrywania nowych prawd matematycznych —
indukcja ¢ analogia [Polya, 1954].

Ad (i) Proponujemy, aby Czytelnik sprébowal rozszerzy¢ zakres poprawnosci
formuty, kolejno dla liczb rzeczywistych spelniajacych warunki (a) a,b > 0,
(b) a>0,b<0, (c) a,b <0, postugujac sie wyobrazeniami geometrycznymi.
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Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865)

George Boole (1815-1864)

Podobnie do wektoréw w R? mozemy
rozwazaé np. wektory w przestrzeni
euklidesowej dowolnego skoriczonego
wymiaru, a nawet w przypadku, gdy
rozwazane wektory maja nieskorczenie
wiele wspéirzednych.

Pomoze to uswiadomié sobie trudnoéci starozytnej geometrii, w ktorej liczby
byly ditugoéciami odcinkow, oraz doceni¢ dobrodziejstwo algebry. Zawsze jednak,
gdzie to mozliwe, warto poszukaé kluczowego geometrycznego pomystu.

Mozemy tez sprawdzi¢, ze reguta jest poprawna dla dowolnych liczb zespolonych,
i znalez¢ geometryczne interpretacje formuly dla kilku istotnie réznych
przypadkéw szczegdlnych. To moze nas doprowadzié¢ — jak wszystkich
matematykow az do konca XVIII wieku i jeszcze dluzej — do wniosku, ze jest to
formutla algebraiczna ogélnie poprawna. Ukuto nawet na takie mniemanie nazwe,
principle of the generality of algebra. Znaczylo to tyle, ze formula sprawdzona
dla pewnego dos¢ szerokiego zakresu jej argumentow bedzie takze poprawna dla
wszystkich innych argumentow i interpretacji algebraicznych. Bylo to zalozenie
dos¢ niebezpieczne, z drugiej strony jednak bardzo ptodne. Matematycy XVIII
i XIX wieku bronili tej swobody, twierdzac, ze nadmierne ograniczenia gwoli
Scistosci prowadzi¢ moga do zastoju matematyki, co péZniej wielokrotnie sie
zreszta powtarzalo — przypomnijmy choéby kontrowersje wobec rachunku
operatorowego Heaviside’a, pozornej magii matematyki S. Ramanujana czy calek
Feynmana. Fizycy, inzynierowie i wizjonerzy niejednokrotnie wymuszali rozwdj
matematyki.

Szokiem byta konstatacja, ze juz w zakresie liczbowym nie jest to formuta
algebraiczna ogdélnie poprawna, gdy Rowan Hamilton wprowadzil kwaterniony
(1843) (potrzebne np. w zagadnieniach faktoryzacji wielomianéw, podobnie jak
wezesniej liczby zespolone) [Liczby zespolone i kwaterniony, AlY]. Zauwazmy,
ze w dowodzie naszej formuly, patrz rownosci w , uzyliSmy zalozenia, ze

dla dowolnych a, b jest zawsze ab = ba, a to jest nieprawda w przypadku
kwaternionow.

Mozemy teraz zadaé¢ narzucajace si¢ pytanie (patrz punkt (iv) powyzej): dla
jakich obiektéw a, b i interpretacji operacji dodawania i mnozenia nasza formuta
ma sens, jest poprawna badz nie jest poprawna?

Studenci matematyki juz na pierwszym roku wiedza, ze nasza formuta ma
sens np. dla macierzy kwadratowych, ale w ogdlnosci nie jest wtedy poprawna,
natomiast jest poprawna w zakresie np. macierzy diagonalnych. Mnozenie
macierzy odpowiada bowiem skladaniu przeksztalcen, dla ktorych kolejnoéé
wykonania jest oczywiscie istotna.

Mozemy rozwazaé nasza formule dla calkiem innych obiektéw, np. za obiekty
a, b przyja¢ dowolne zbiory, z operacjami ich teoriomnogo$ciowego dodawania
i mnozenia, czyli sumy i przeciecia. Mamy wtedy
(aUb)? = (aUb)N(aUb) =aUb

oraz

a>U2(anb)ub?=(ana)U((anb)U(and))U(bnb) =aUb,
stad nasza formula jest poprawna takze przy takiej interpretacji, czyli
w algebrze Boole’a. Idac tym tropem, mozemy tez wyprobowaé nasza formule na
dowolnych zdaniach a,b o wartoéciach logicznych 1 lub 0, z operacjami logicznymi
a A b oraz a Vb (koniunkcji i alternatywy).

Zauwazmy, ze gdy a jest wektorem w przestrzeni euklidesowej R2, to a? mozemy
interpretowaé jako kwadrat jego dtugosci, a zatem a? jest liczba nieujemna,
natomiast dla wektorow a, b wyrazenie ab mozemy interpretowaé jako ich
iloczyn skalarny a - b, ktéry tez jest liczba rzeczywista. Wtedy rachunek
pozostaje w mocy, co pokazuje, ze nasza formula jest prawdziwa réwniez w tym
przypadku.

Natomiast jesli dla wektorow a i b symbolowi ab nadamy interpretacje iloczynu
wektorowego a x b, a dodawaniu interpretacje zwyklego dodawania wektorow, to
nasza formuta jest w ogélnosci nieprawdziwa.

Ad (ii) PrzejdZmy teraz do niektérych istotnych uogélnienn w punkeie (ii).
Znajac geometryczny dowdd naszej formuly dla liczb dodatnich, nie jest trudno
odgadnaé formule dla szeScianu sumy, tzn.

(a+b) = a® + 3a%b + 3ab® + b°,
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Niels Abel (1802-1829)

Dowéd formuly przeprowadzil dopiero
Niels Abel, ten sam, ktéry udowodnil, ze
dla wielomianéw piatego stopnia nie
istnieje elementarny wzoér na ich
pierwiastki. Od niego pochodzi tez nazwa
grupy abelowej (nieabelowej), w ktoérej
dziatania grupowe sa przemienne
(nieprzemienne) — podstawowego pojecia
dla teorii calkowalnosci réwnan.

Formutla posiada wersje z dowolnym
wyktadnikiem rzeczywistym, ktérej tu
jednak nie przytoczymy.

Obliczenia Newtona dla logarytmu
z doktadnoscig do ponad 50 miejsc po
przecinku

@

korzystajac z analogicznej konstrukcji geometrycznej, tym razem w przestrzeni
euklidesowej wymiaru trzy. Dla wyzszych poteg naturalnych nie mozemy sie
postuzyé¢ interpretacja geometryczna, bo nie mamy naturalnych intuicji co do
przestrzeni czterowymiarowej. Tym niemniej rozwiniecie dla wyrazenia (a + b)™
dla dowolnej liczby naturalnej n (prowadzace do tzw. dwumianu Newtona) byto
juz znane w XVII w. (James Gregory, 1670) [Coolidge, 1949]. A co otrzymamy,
gdy wykladnik jest liczbg wymierna? Wyrazenie (a + b)™/™ ma wtedy sens, ale
jak je rozwinaé¢ w sume odpowiednich iloczynéw? Tym zagadnieniem zajmowali
sie w XVII wieku m.in. James Wallis i Isaac Newton. Ten ostatni doszed! do
poprawnej formuty dla liczb wymiernych, ktorej jednak nie udowodnit do konca.
Jest to formula bedaca w ogdlnosci nieskoniczonym szeregiem

oo

m 1 /m\ /m m m ok
®) (a—’_b)n_kz_ok!(n)(n 1)(n k—i—l)an b
(gdzie 0!=11=1,2!=1-2,3!=1-2-3, itd.). Newton wykorzystal ja do obliczenia
wielu calek dla calych klas krzywych, takze niealgebraicznych, ktére nazywano
wtedy krzywymsi mechanicznymi. Byl z tego bardzo dumny, gdyz jego wielki
poprzednik Kartezjusz w swojej Geometrii badal tylko krzywe algebraiczne,
a w dodatku calkowaniem wcale si¢ nie zajmowal. Newton wykorzystywat
takze inne rozwiniecia funkcji w szeregi nieskonczone dla konkretnych obliczen
numerycznych, przy czym wykonywal niekiedy takie obliczenia z doktadno$cia
do kilkudziesigciu miejsc po przecinku.

Ad (iii) Formula ma takze uogoélnienie w tym kierunku, mianowicie:

n!
n __ ki, ke o km
(4ot tan)' = ) Tl Tl Ryl 1 2
ki+ko+...+km=n
gdzie sumujemy po wszystkich ciagach liczb catkowitych nieujemnych
ki, ko, ... ky, takich, ze k1 + ko + ... + ky, = n. W szczegdlnoscei, dla m = 2,

n =2, x1 = a, xo = b otrzymujemy wyjsciowa formute .

Na tym konczymy nasza zabawe, ktéra okazata sie pouczajaca. Przede
wszystkim pokazala ogromna sile zapisow symbolicznych, ktére mozna
interpretowaé¢ na rézne sposoby, jak rowniez zilustrowala plodnosé metod
indukcji i analogii w matematyce. ZaprzyjazniliSmy sie takze glebiej z pozornie
trywialng formula ze szkoly éredniej. Dalsze zaprzyjaznianie si¢ z ta formula
wykracza juz poza ramy tego artykutu, a gdyby ktos chcial docieka¢ dalej,

np. pozna¢ geometryczne konstrukcje operacji dodawania i mnozenia w jezyku
geometrii rzutowej, albo dowiedzie¢ sie, jak mogliby widzie¢ problem ,,czy

ab = ba?” kosmici, zachecamy do lektury pozycji [Stillwell, 2002] oraz obejrzenia
wykladu [Stillwell, 2011].
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Rozwigzanie zadania M 1697. Ustalmy liczbe catkowity dodatnig n Rozwiazanie zadania M 1698. Odpowiedz: Nie mozna.
i zalézmy, ze jest parzysta. Mamy n = 2n — n, a skoro 2 | n, to n oraz 2n

maja tyle samo dzielnikéw pierwszych.

Podzielmy szes$cian na milion sze$cianéw o krawedzi 1.
Potozenie kazdego szeScianu podzialu mozemy opisaé za

Zalézmy wiec, ze n jest liczba nieparzysta. Niech p > 2 bedzie najmniejsza pomocy, tréjki wspéirzednych ze zbioru {1,2,...,100}.
liczba pierwsza, ktéra nie dzieli n. Mamy Niech

n=pn— (p— 1)n. (=" dla 1 < n <49,
Przez L(x) oznaczmy liczbe dzielnikéw pierwszych liczby catkowitej An = % dla 50 < n < 51,
dodatniej x. Pozostaje wykazaé, ze L(pn) = L ((p — 1)n). Skoro p )( n, to (=)™ dla 52 < n < 100.
oczywiscie L(pn) = L(n) + 1. Z drugiej strony zapiszmy p — 1 = 2" - m, gdzie o o ) .
r,m > 1 sa catkowite oraz 2 f m. Oczywiscie m < p, wiec dowolny dzielnik Whpiszmy W szesclan o WSPOh’Zan)’Ch, (z,y,2) llcél’Q
pierwszy liczby m dzieli tez n. Wobec tego z nieparzystoéci n dostajemy, ze agaya.. Wowczas kazdy prostopadloécian o wymiarach

L((p—1)n) = L(2" -m-n) = L(n) + 1 = L(pn),

co konczy rozwigzanie.

1x1x51ilx1x53pokrywa szesciany o sumie liczb 0,
podczas gdy suma wszystkich liczb wpisanych w szesciany
podziatu jest rowna —1.
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