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TKreélatc program rozwoju matematyki na
XX wiek, David Hilbert mial powiedzieé:
Wir missen wissen. Wir werden wissen,
czyli Musimy wiedzied (i) bedziemy
wiedzied.

Rozwigzania kubominowych zagadek ze
strony 2

Pierwszy stopien do raju
Mariusz SKALBA*

Nauczyciel (N):  Ile jest dwa dodaé dwa?
Jasio (J):  Cztery.
Dobrze.
(u$miecha sie szeroko)
A ile jest dwa dodaé trzy?
...tez cztery?
Zle!
(robi si¢ bardzo smutny)
Nie martw sie. Musisz to wiedzied i bedziesz wiedzialll
(u$miecha sie niesmialo)

“ZuZduZ2uZ

Sadzac z powyzszej wymiany mysli, mamy tu do czynienia z dobrym
nauczycielem, a Ja$ tez raczej rokuje. Ale dlaczego oceniajac odpowiedzi ucznia,
nauczyciel uzyl kwalifikacji moralnych?

Pytanie to pozostawmy bez odpowiedzi. Minelo 12 lat. Jan studiuje teraz na
uniwersytecie matematyke wyzsza, chociaz jego gléwnym zainteresowaniem
jest ekonomia. Na éwiczeniach z algebry przerabia réwnolicznos$é zbioréw.
Przypomnijmy podstawowsa i wazna definicje:

Zbiory A i B nazywamy réwnolicznymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja f: A — B, ktora jest réznowartoSciowa i ,na’.

Jesli A i B sa réwnoliczne, to piszemy |A| = |B|. W przypadku zbioréw
skorniczonych chodzi o to, ze A oraz B maja po tyle samo elementéow. Funkcje
réznowartosciowe i ,na”, ktére pojawiaja sie w powyzszej definicji, nazywamy
bijekcjami.
W zwiazku z pojeciem réownolicznosci studenci w grupie Jana przerabiaja
nastepujace zadanie:

Zalozmy, ze A, B,C, D sq zbiorami, ktore spelniajqg nastepujgce

warunki:

(W1) [A] = |C] oraz |B]| = |D],

(W2) ANB =10 oraz CND =0.

Wykazaé, ze |[AU B| = |C U D|.
Robi sie to tak: Majac bijekcje f: A — C'ig: B — D, okredlamy funkcje

h:AuB—-CUD
w nastepujacy naturalny sposéb:
f(z) gdy z€A
h =
() {g(z) gdy z € B.
Ma to sens, gdyz kazdy element z € AU B nalezy albo do A, albo do B.
Latwo sprawdzamy, ze h jest bijekcja, i to koriczy dowdd, ze AUB i CUD sg
rownoliczne. Jan odczuwa teraz dyskomfort: Za duzo tych warunkéw! Nie ma
to nic wspdlnego z ekonomiqg mysli! Prowadzacy wyjasnia na przykladzie, ze bez
zalozenia warunku (W2) teza moze nie zachodzié¢; rozwazmy bowiem zbiory
A=B=C=/1{1,2}, D = {3,4}.

Woéwezas zbiér AU B = {1,2} ma 2 elementy, a zbiér CU D = {1,2,3,4}
ma 4 elementy, a wiec AU B i C'U D nie sa rownoliczne! Sytuacja jest o tyle
prymitywna, ze w tym przykladzie wszystkie zbiory A, B, C, D sa skonczone.

I wtedy Jan niepytany przez profesora zabiera glos: Czy trzeba zakladaé (W2)
w przypadku, gdy nie wszystkie zbiory A, B,C, D sq skoriczone? Po krotkiej
konsternacji pada odpowiedz i wyjasnienie:

Wtedy nie trzeba zakladaé (W2). Zaldzmy mianowicie, ze |A| < |B|. Oznacza to
z definicji, Ze istnieje funkcja réznowartosciowa k : A — B. Zatem B jest zbiorem
nieskoriczonym. Mozna wykazaé, ze wéwczas |AU B| = |B|. Z zaloZenia (W1)
wynika teraz latwo, ze |C| < |D|, czyli znowu |C'U D| = |D|. Mamy wiec teze na
podstawie (W1).
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*1 znowu Hilbertowi przypisuje sie
powiedzenie, ze nikt nie wypedzi
matematykéw z raju teorii mnogosci,
ktéry stworzyl dla nich Cantor.

m Zadania

Student Jan powinien by¢ zadowolony z wyjasnien swojego ulubionego profesora,
ale nie jest: Rozumiem, Ze w przypadku |B| < |A| postepujemy analogicznie, ale co
zrobié¢ w przypadku, gdy ani |A| < |B|, ani |B| < |A|?

A teraz odpowiedz profesora rozpromienionego wobec dociekliwosci Jana: To
sie nie moze zdarzyé! A przynajmniej nie, jesli przyjmiemy pewnik wyboru,
czyli zasade mowigcq, ze dla dowolnej rodziny niepustych zbiorow rozlgeznych
istnieje zbior o jednoelementowym przecieciu z kazdym zbiorem z tej rodziny.
Ujmujgc rzecz mniej formalnie, ze zbioréw rozlgcznych mozemy wybraé po
jednym elemencie. Opierajgc sie na pewniku wyboru, mozna udowodnié, ze dla
dowolnych zbioréw A, B mamy |A| < |B| lub |B| < |A|. Dowdd implikacji

|Al < |B| = |AUB|=|B| (gdy B jest nieskoriczony)
tez zresztq wymaga zastosowania pewnika wyboru. Majgc zresztq pewng wprawe
w operowaniu tymi pojeciami, mozina pokazaé, Ze z twierdzenia:

Jedli A, B, C, D spelniaja warunki:

(W1) [A] = |C] oraz |B| = |D,

(W2)" nie wszystkie zbiory A, B, C, D sa skoriczone,

to |AU B| =|CUD|,
wynika pewnik wyboru! Z tego twierdzenia wynika wiec posrednio, ze kule mozna
podzieli¢ na kilka czeSci, z ktorych mozna ztozZyé dwie peine kule o tym samym
promieniu, czyli twierdzenie Banacha—Tarskiego.

Ciekawo$é to pierwszy stopien do cantorowskiego raju? — ugmiech profesora
zasiewa ziarenko watpliwosci w ekonomicznym umysle Jana: To mi sie chyba
nie przyda (?), ale to jest ciekawe. Musze sie tego nauczyé! Naucze sie tego!
Niedoszty ekonomista Jan zaczyna chodzi¢ z gtowa w chmurach: Ta wyjsciowa
kula chyba, niestety, nie jest ze zlota. . .

Przygotowat Dominik BUREK

M 1717. Okrag zostal podzielony cieciwg AB na dwa kolowe odcinki i jeden
z nich zostal obrécony o pewien kat wokét punktu B. W tym obrocie obrazem
punktu A jest punkt C. Udowodnié, ze odcinki laczace $rodki tukéw odcinkéw
kotowych ze $rodkiem odcinka AC' sa prostopadle.

Rozwiazanie na str. 21

M 1718. Dane sa takie liczby rzeczywiste z, y i z, ze liczby = + yz, y + zx

i z 4+ 2y sa wymierne oraz 2 + y? = 1. Udowodnié, ze liczba xy2? réwniez jest
wymierna.

Rozwiazanie na str. 12

M 1719. Wszystkie liczby naturalne zostaly ustawione w pewnej kolejnoéci. Czy
zawsze moge wskazaé kilka kolejnych liczb (co najmniej dwie), ktérych suma jest
liczba pierwsza?

Rozwiazanie na str. 20

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1053. W grudniu 2021 roku ludno$é Ziemi osiagneta N =~ 7,9 - 10° oséb.
Oszacuj, ile kilogramoéw powietrza przypada na jednego mieszkanca Ziemi.
Promieri Ziemi R ~ 6400 km, przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s?, a ciénienie
atmosferyczne p ~ 10° Pa.

Rozwiazanie na str. 12

F 1054. W sierpniu, z maksimum w dniach 12-13 sierpnia, na nocnym niebie
mozna zaobserwowaé meteory z roju Perseidéw. Pomiary radiolokacyjne
pozwalaja wyznaczy¢ predkosé przemieszczania sie¢ meteoru wzgledem Ziemi i na
tej podstawie okresli¢ predko$é jego ruchu wzgledem Stonca. Jak na podstawie
pomiaru predkosci v meteoru w znanej odlegtosci r od Stonca wyznaczy¢ dluga
potos a orbity? Masa Stonca Mg i stata grawitacyjna G sa znane.

Rozwigzanie na str. 13
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