Wariant z moneta opisany jest w artykule:
Steven Tijms, The Mathematical
Anatomy of the Gambler’s Fallacy
https://chance.amstat.org/2022/02/
gamblers-fallacy/.

Powyzej przeanalizowaliémy przyklad z kostka, ale gdy powrdcimy do
pierwotnego problemu z moneta, to szansa na takie zdarzenie wzrasta do 97%!
Nareszcie dowiedzielidmy sie wiec, dlaczego aby sprawdzi¢, kto wykonatl
zadanie, nauczyciel patrzyl, czy na kartce danego ucznia wystepuje seria pieciu,
szesciu lub siedmiu takich samych wynikéow pod rzad. Jesli takowej nie bytlo,
statystycznie oznaczalo to oszustwo.

Maty krok dla czlowieka, wielki skok dla indukcji
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W niektérych kregach popularny jest dowcip o nieskoriczonej pojemno$ci
tramwaju. Opiera si¢ on na dwoch empirycznych przestankach: (1) w tramwaju
na pewno miesci sie jedna osoba, (2) niewazne, ile os6b juz jest w tramwaju,
zawsze zmiesci sie jeszcze jedna. To, ze w tramwaju miesci si¢ dowolnie duzo
0s6b, gwarantuje wowczas zasada indukcji matematycznej. Dowcip ten moze
$mieszy¢ lub nie, ale dobrze oddaje idee indukcji — w matematyce pozwala ona
uscisli¢ rozumowanie oparte na uzyciu wielokropka czy tez sformulowania ¢ tak
dalej. Na przyklad takie:

Zadanie 1. Dowiesé, ze dla kazdego n = 1,2,... liczba 2™ ma n-cyfrowa
wielokrotno$¢, w ktorej zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry 11 2.
Rozwigzanie. Dla n = 1 szukana wielokrotnoscia liczby 2 jest cho¢by ona sama.
Dla n = 2 wystarczy dostawi¢ jedynke z przodu (12 jest wielokrotnoscia 4),
podobnie dla n =3 (8 | 112). Dla n = 4 nie mozemy dostawi¢ jedynki, ale dwdjke
juz tak: 16 | 2112. I tak dalej — jesli a,, jest szukana wielokrotnoscia 2", to

w nastepnym kroku mozemy wziaé 10" + a,, (gdy 2" {a,) lub 2- 10" + a,
(gdy 2"+ | an). O

Rygorystyczny dowdd musialby oprzeé sie na zasadzie indukcji, ktéra
sformulujemy nastepujaco:

Twierdzenie 1: zasada indukcji matematycznej. Dany jest cigg warunkow
T(1),T(2),... odpowiadajgcych kolejnym liczbom naturalnym. Zaldzmy, Ze:

(I1) zachodzi warunek T(1),
(12) z warunku T(n) wynika warunek T(n + 1).

Wtedy zachodzg warunki T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych.

W zadaniu 1 warunek T'(n) brzmialby nastepujaco: istnieje n-cyfrowa
wielokrotnosé 2" ztozona z cyfr 1 i 2. Wiecej przykladéw mozna znalezé

w znakomitych Opowiesciach o indukcji Jarostawa Wréblewskiego oraz w Kgciku
Bartlomieja Bzdegi (zob. margines). Tymczasem pdjdzmy dalej i zadajmy
pytanie:

Czy podobne rozumowanie oparte na matych krokach mozna stosowaé¢ w innych
przypadkach? W szczegdlnosci, czy da sie w ten sposéb dowodzi¢ wlasnosci liczb
rzeczywistych?

I od razu odpowiedzmy: tak! Matematycy bardzo lubig sprowadzaé¢ duze
problemy do malych, i twierdzenia podobne do zasady indukcji mozna odnalezé
w réznych dziatach matematyki. W niniejszym artykule dokonamy pobieznego
przegladu takich twierdzen.

Indukcja pozaskonczona

Zasade indukcji mozna wyprowadzi¢ z nastepujacej wlasnosci liczb naturalnych:
kazdy podzbiér liczb naturalnych posiada element najmniejszy. Rzeczywiscie,
jesli T'(n) nie zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n, to mozemy wybraé
najmniejsze takie n, a to prowadzi do sprzecznosci z (I1) (gdy n = 1) lub (I2)
(gdy n > 1, bo wtedy T'(n — 1) = T'(n)).

8


https://chance.amstat.org/2022/02/gamblers-fallacy/
https://chance.amstat.org/2022/02/gamblers-fallacy/
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/indukcja.pdf
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/indukcja.pdf
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/2019/06/30/Trzy_rodzaje_indukcji_matematycznej/

Na zbiorze par liczb naturalnych N x N
mozna okresli¢ porzadek leksykograficzny:
umawiamy sie, ze (a1, a2) < (b1, b2), gdy
a1 < by lub tez gdy a1 = b1 i az < ba.
Polecam samodzielnie sprawdzié, ze kazdy
podzbiér N x N posiada element
najmniejszy w sensie tego porzadku.

Warto odnotowaé, ze same , kroki do
przodu” wyrazone przez (S2) nie
wystarczg, potrzebny jest jeszcze
domykajacy krok (S3). Otéz — jak latwo
si¢ przekonaé¢ — rodzina warunkéw T'(z):
x < 1/2 spetnia (S1) i (S2), a mimo to
T(1) nie zachodzi.

Mozna to przekué¢ w cos ogdlniejszego. Porzadek zadany relacja < na zbiorze X
nazywamy dobrym, jedli kazdy podzbiér S C X ma element najmniejszy,

czyli element x € S spelniajacy « < y dla wszystkich innych y € S. PowyzZsze
rozumowanie daje wtedy:

Twierdzenie 2: zasada indukcji pozaskonczonej. Dany jest zbior X
z dobrym porzgdkiem < oraz rodzina warunkéw T'(z) odpowiadajgcych
elementom X . Zaldézmy, zZe:

(IP1) zachodzi warunek T (xqg) odpowiadajgcy najmniejszemu elementowi X ;
(IP2) jesli T(y) zachodzi dla wszystkich y < x, to zachodzi réwniez T'(x).

Wtedy zachodzq warunki T'(x) dla wszystkich x € X.

Na marginesie mozna przesledzi¢ przyktad zbioru dobrze uporzadkowanego.
Niestety przykladem takim nie jest R ze standardows relacja porzadku <, gdyz
elementu najmniejszego nie ma choéby zbiér (0,00). W pierwszej chwili mozna
pomysleé, ze kandydatem na element najmniejszy jest tu zero, ale ono w ogdle
nie jest elementem (0, 00).

Czesciowym rozwiazaniem tego problemu jest twierdzenie Zermelo, wedlug
ktérego na R (jak i na kazdym innym zbiorze) mozna wybraé inny porzadek,
ktéry jest juz dobry. Pozwala to stosowaé¢ indukcje pozaskonczona na liczbach
rzeczywistych, o czym mozna przeczytaé w artykule Piotra Zakrzewskiego w A3l
A jedli upieramy sie przy standardowym porzadku na R? Okazuje sie, ze nawet
wtedy sprawa nie jest calkowicie stracona.

Spéjnosé jako zasada indukcji

Cho¢ spOjnos¢ jest wlasnoscia oznaczajaca intuicyjnie ,bycie w jednym
kawatku”, to mozna ja przeformulowaé¢ w sposéb analogiczny do zasady indukcji.
Pomyst ten nie jest nowy — wraz z zarysem historii i wieloma szczegétami mozna
o nim przeczyta¢ w The Instructor’s Guide to Real Induction Pete’a Clarka
(arxiv.org/abs/1208.0973).

Twierdzenie 3: spdjnosé¢ odcinka. Dana jest rodzina warunkéw T (x)
odpowiadajgcych x € [0,1]. Zaldzmy, Ze:

(S1) zachodzi T(0);

(S2) jesli zachodzi T (), to zachodzi réwniez T(y) dla wszystkich y € [0,1]
z pewnego przedzialu (x —r,x + 1) (r moze zalezeé od x);

(S3) jesli x,, — x i zachodzq T(x,) dla wszystkich n, to zachodzi tez T(x).

Wtedy zachodzq warunki T'(z) dla wszystkich x € [0, 1].

Mam nadzieje, ze w powyzszym twierdzeniu Czytelnik odnajduje ducha malych
kroczkéw, ktory stanowi esencje indukeji matematycznej. Dobrze zilustruje to
nastepujace zastosowanie:

Zadanie 2. (twierdzenie o wartosci $redniej). Jesli f: [0, 1] — R jest funkcja
ciagla, a ponadto f(0) <01 f(1) > 0, to dla pewnego x € [0, 1] zachodzi f(x) = 0.
Rozwigzanie. Przypusémy przeciwnie, ze takie x nie istnieje; za warunek T'(x)
przyjmijmy wtedy nieréwno$é f(z) < 0. Prawdziwo$é (S1) wynika wprost

z zalozen zadania. Z kolei (S2) wynika z ciaglosci: jesli f(z) < 0, to istnieje takie
r >0, ze réwniez f(y) < 0dlay € (x —r,x +r). W przypadku (S3) zauwazamy,
ze jesli f(xy) < 0 oraz xz,, — z, to f(x) < 0. Skoro jednak f(x) =0 wykluczyliSmy,
to f(z) < 0.

Ze spdjnosci odcinka wynika teraz, ze f(z) < 0 dla wszystkich x € [0,1], co jednak
stoi w sprzecznosci z zalozeniem f(1) > 0. O

Podobnie jak zasade indukcji, tak i sp6éjnosé odcinka mozna wyprowadzié

z pewnej podstawowe]j wlasnosci liczb. W tym przypadku — z pewnika
Dedekinda, ktéry mowi o istnieniu kreséw dowolnych zbioréw ograniczonych.
Ot6z jesli T'(x) nie zachodzi dla pewnego x € [0,1], to mozemy rozpatrzyé
kres dolny x, wszystkich takich . To jednak prowadzi do sprzecznoéci z (S2)
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Czytelnik znajacy pojecie przestrzeni
topologicznej (np. z artykulu w Aég)
moze uzy¢ nastepujacej ogdélnej definicji:

Definicja. Przestrzeri topologiczng X
nazywamy spdjna, jesli wlasnosci
(81)—(83) ponizej implikujg T'(z) dla
wszystkich z € X.

(S1) zachodzi T'(z¢) dla pewnego
ustalonego zg € X;

(82) jesli zachodzi T'(x), to réwniez T'(y)
dla wszystkich y z pewnego
otwartego otoczenia x;

(S3) jesli x znajduje si¢ w domknigciu
punktéw spelniajacych T, to
warunek T'(z) réwniez zachodzi.

Oznaczajac przez S zbiér punktéow

spelniajacych T, otrzymujemy inna,

réwnowazng wersje: X jest spdjna, jesli

jedynym niepustym zbiorem S C X

jednoczes$nie otwartym i domknietym jest

sam zbidér X.

Czytelnik-Topolog byé moze doceni
ogblng definicje zwartosci.

Definicja. Przestrzen topologiczng X

nazywamy zwarta, jesli wlasnosci (Z1)

i (Z2) ponizej implikujg P(X):

(Z1) kazdy punkt z € X posiada
otoczenie otwarte U 3 z, dla ktérego
zachodzi P(U);

(Z2) jesli zachodzg warunki P(U;), P(U2),
to réwniez P(U; U Ug).

Wigkszosé¢ zrédet wymaga od
przestrzeni X réwniez warunku
Hausdorffa; jest on automatycznie
spelniony w przypadku podzbioréw R,
jak tez wszystkich przestrzeni
metryzowalnych.

(gdy zachodzi T'(z4)), (S1) (gdy T'(x,) nie zachodzi i z, = 0) lub (S3)
(w pozostalych przypadkach).

Wypada tez wyjasni¢ samo uzycie slowa spdjnosé. Zbiér liczb rzeczywistych S
nazywamy spéjnym, jesli prawdziwy jest odpowiednik twierdzenia 3, w ktérym
odcinek [0, 1] zastapimy zbiorem S, a 0 dowolnie wybranym ,,punktem startowym’
xo € S (jak sie okazuje, prawdziwosé ta nie zalezy od wyboru zg). Podobna
definicje mozna tez sformutowaé w wickszej ogélnoéci (zob. margines). Zeby
zobaczy¢, ze to nazewnictwo jest trafne, warto przesledzi¢ ponizsze trzy
przyktady.

)

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze w my$l powyzszej definicji:

— Spoéjny jest odcinek (0, 1) (mozna przyjaé np. zo = 1/2).
— Spéjny jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
— Nie jest spdjny zbiér [0,1] U [2, 3].

Zwarto$é jako zasada indukcji

Zwartos¢ to jeszcze jedna wlasnosé topologiczna. Trudno w dwoch stowach
okresli¢, co intuicyjnie oznacza — okazuje sie, ze zwarte podzbiory R

to dokladnie zbiory domkniete i ograniczone, co nie brzmi porywajaco.

Tym bardziej skupmy sie wiec na indukcyjnym sformulowaniu zwartodci,
zaczerpnietym z tekstu Davida R. Maclvera Topological compactness is an
induction principle (drmaciver.com/2015/03/topological-compactness-is

ran-induction-principle/).

Twierdzenie 4: zwarto$é odcinka. Dana jest rodzina warunkéw P(U)
odpowiadajgcych podzbiorom U C [0,1]. Zaldzmy, Ze:

(Z1) kazdy punkt x € [0,1] posiada otoczenie U = (x —r,x+1)N[0,1], dla ktdrego
zachodzi P(U);

(Z2) jesli zachodzq warunki P(Uy), P(Us) dla dwdch zbioréw Uy, Us C [0,1], to
réwniez P(Uy U Us).

Wtedy zachodzi warunek P([0,1]).

Zwréémy uwage na nowosé: wlasno$é P przystuguje nie punktom odcinka, ale
jego podzbiorom. Inna jest tez tu logika , matych krokéw”. Pozadana przez

nas wlasno$é sprawdzamy dla wybranych przez siebie maltych zbioréw wokét
punktéw z € [0,1] (ich wielko$é moze zalezeé¢ od x), a twierdzenie 4 sklada nam te
wiedze o lokalnym zachowaniu w globalng konkluzje.

Na zakoniczenie proponuje kilka zadan. Zachecam Czytelnika do pochylenia sig
nad nimi i samodzielnego przekonania sie, jak ta ostatnia zasada indukcji dziala
w praktyce.

Zadanie 4. (tw. Weierstrassa). Kazda funkcja ciagla f: [0,1] — R jest
ograniczona, to znaczy istnieje M > 0 spelniajace |f(x)] < M dla wszystkich
z €10,1].

Wskazéwka. Przyja¢ P(U): funkcja f jest ograniczona w obcieciu do U.

Zadanie 5. (tw. Bolzano—Weierstrassa). Kazdy ciag (a,) o wartoéciach w [0, 1]
posiada podciag zbiezny.

Wskazdwka. Przypuscié przeciwnie, ze (a,,) nie ma podciagu zbieznego.
Rozwazy¢ wlasnosé P(U): a, € U dla skoficzenie wielu n.

Zadanie 6. Zbior liczb rzeczywistych S nazywamy zwartym, jesli prawdziwy
jest odpowiednik twierdzenia 4 z S w miejsce [0, 1]. Sprawdzié, ze zbiory (0,1) i R
nie sa zwarte, ale zbiér [0, 1] U [2, 3] juz owszem.

Wskazéwka. Dla (0,1) i R: sprawdzi¢, ze odpowiednik twierdzenia Weierstrassa
nie jest prawdziwy. Dla [0, 1] U [2, 3]: skorzystaé ze zwartosci [0,1] i [2, 3].
Zadanie 7. Udowodnié¢ twierdzenie 4.

Wskazéwka. Majac zadana rodzine P(U) spelniajaca (Z1) i (Z2), okresli¢ rodzine
T(x): dla pewnego zbioru U D [0, z] zachodzi warunek P(U). Nastepnie sprawdzi¢
(S1)—(S3) i skorzysta¢ z twierdzenia 3.
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