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Konstrukcja rozwigzania wykorzystujaca

réwnanie Keplera

Grzegorz LUKASZEWICZ*

W artykule Drugie prawo Keplera ¢ owale Newtona. Kontrowersje wokdl
Lematu XXVIIT w Principiach (A}Y) naszkicowali$my problem wyznaczania
ruchu cial (np. planet) po ustalonych krzywych i w polu sil centralnych, ktérym
zajmowal sie Isaac Newton w Principiach [O tym, jak nalezy znajdowaé ruch po
zadanej orbicie, Paragraf VI, Ks. 1]. Takie ruchy spelniaja drugie prawo Keplera
[Principia, Tw. 1, Ks. 1] i nazywane sa keplerowskimi.

Dominujacym tematem byla przestepna zalezno$¢ miedzy polem sektora
zakredlonego przez promien wodzacy planety i czasem przebiegu planety po
orbicie. Powiedzieliémy, ze w przypadku ruchu po orbicie eliptycznej réwnaniem
opisujacym te zaleznos$é jest réwnanie Keplera

(1) M =F —esinE.

W tym artykule powracamy do drugiego prawa Keplera i zmagan Newtona ze
znalezieniem polozenia P planety na orbicie eliptycznej w dowolnej chwili ¢,
liczonej od przejécia przez perycentrum Q.

Przyjmijmy, ze polosie elipsy sa réwne a,b, b < a i ze czas T pelnego obiegu
planety po trajektorii (okres obiegu) jest znany. Relacja wiazaca polozenie P

i czas t zadana jest rOwnaniem , gdzie M jest anomalig Srednig (zdefiniowana
nizej), E jest anomaliq mimosrodowq (zob. rys. 3), a € jest mimosrodem orbity.

7 definicji: M = 2%15, gdzie czas t jest zwiazany drugim prawem Keplera z polem S
sektora elipsy zakre$lonego przez promien wodzacy planety, otrzymujemy

S mab
(2) =T
Z powyzszych wzoréw widaé, ze relacje wiazace pole zakre$lonego w czasie ¢
sektora elipsy, a takze sam czas t z anomalia mimosrodowq E, sa przestepne.
Obliczenie anomalii mimosrodowej mozna uznaé za wskazanie miejsca planety
na orbicie (patrz rys. 3). Gdy znane jest E, obliczenie wspélrzednych punktu P
sprowadza sie do prostego rachunku. Chcac obliczyé E w danej chwili czasu t,
obliczamy M i dalej obliczamy FE z réwnania Keplera. Dla tego ostatniego
obliczenia Newton zastosowal metode aproksymacji, ktéra obecnie nazywamy
metoda Newtona—Raphsona.

Ponizej przyblizymy bardziej szczegdéltowo rownanie Keplera wedtug Principiow.
Pokazemy:
1. Geometryczne wyprowadzenie réwnania.

2. Podejscie analogowe, relacje do ruchu po krzywej cykloidalne;j.
3. Metode aproksymacji rozwigzania.

Ad 1. W dowodzie odwolujemy si¢ do rysunku na marginesie. Niech S bedzie
polem sektora F'QP. Naszym celem jest wyrazenie S przez parametry a,b elipsy
i kat E okreslajacy sektor FQP. Pokazemy, ze

1
(3) S = §ab{E —esin £},

gdzie € =

1- z—i jest mimodrodem elipsy. Korzystajac z drugiego prawa
Keplera (2) i definicji M, przeksztalcamy tatwo powyzsze réwnanie do

postaci (1)).

Zauwazmy, ze S jest réwne sumie pdl tréjkata i wycinka elipsy,

(4) S=AFNP+ NQP.

Poniewaz OF = ea, nie mamy problemu z obliczeniem pola tréjkata. Chcac
obliczy¢ pole NQP wycinka elipsy, wykorzystamy konstrukcje pomocnicza, czyli
okrag o promieniu a opisany na naszej elipsie. Latwiej nam bedzie obliczy¢ pole

wycinka NQP’ kola i skorzystaé z wilasnosci skalowania NQP = SN QP'. Patrzac
na rysunek, widzimy, ze NQP’' = OQP' — AONP’. Zatem

(5) S— AFNP + 2{0QP — AONP'}.
a

10


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2020/09/30/drugie-prawo-keplera-i-owale-newtona/

Poniewaz AFNP = Lab(cos E — €)sin E, OQP' = Era® = £a?,

a AONP' = %aQ cos E'sin | to zebrawszy te rachunki razem, otrzymujemy
réwnanie (3). Dowdd geometryczny podal sam Johannes Kepler w Epitome
Astronomiae Copernicanae, Ks. V. Sa tez dowody analityczne, wychodzace
wprost z biegunowej reprezentacji rownania elipsy, gdzie sednem dowodu jest
otrzymanie relacji pomiedzy katem PFN wystepujacym w rownaniu elipsy

i katem E [Battin].

Ad 2. Dla oddania probki klimatu Principidw
przytoczymy tu oryginalny tekst Newtona
(w tlumaczeniu polskim, patrz bibliografia).

,Teza XXXI. Zadanie XXIII. Majgc dane cialo poruszajgce
ste po danej elipsie, nalezy wyznaczyé miejsce ciata na
elipsie, ktore ono osiggnie w danym czasie.

H K

Niech A bedzie glownym wierzchotkiem, S ogniskiem,
natomiast $rodkiem elipsy APB. Niech P bedzie
szukanym miejscem ciala. Przediuzamy OA do punktu G
tak, aby OG bylo w stosunku do OA takim jak OA

do OS. Nastepnie konstruujemy prostg GH prostopadlq
do osi OA. Z kolei wokdl srodka O konstruujemy okrgg
GEF o promieniu OG. PrzypusSémy nastepnie, Ze kolo
GEF toczy sie po linii GH, obracajgc wokol wlasnej

ost po prostej GH jako podstawie, oraz w miedzyczasie
punkt A opisuje cykloide ALL

VTN N

Cykloida skrécona — §lad zakres$lony przez punkt A w trakcie toczenia
kota

Po wykonaniu tej konstrukcji weimy GK tak, aby

jego stosunek do obwodu GEFG tego kola byl rowny
stosunkowi czasu, w ktérym ciato, wychodzgc z punktu A,
opisze tuk AP do czasu jego peinego obiegu po elipsie.

W punkcie K rysujemy prostqg KL prostopadiq do GH,
przecinajgcg cykloide w L. Nastepnie rysujemy prostq LP
réwnoleglq do KG, przecinajgcqg elipse w punkcie P, ktory
jest szukanym miejscem ciala.

Rzeczywiscie. Konstruujemy pélokrgg AQB o Srodku

w punkcie O i promieniu OA. Nastepnie niech LP po
przediuzeniu przetnie tuk AQ w Q. Tworzymy proste
SQ, 0Q. Niech OQ przecina tuk EFG w F oraz niech SR
bedzie prostopadie do OQ. Pole APS jest proporcjonalne
do AQS, tzn. do réinicy miedzy polem wycinka OQA

i trojkata OQS lub do réznicy iloczyndw %OQ -AQ

1 %OQ - SR, tzn. (poniewaz %OQ jest ustalone) do
réznicy miedzy tukiem AQ i odcinkiem SR. Wobec tego
pole APS (poniewaz stosunki: SR do sinusa {fuku AQ,
0S do OA, OA do OG, AQ do GF i (rozdzielnie) AQ —
SR do GF - sinus luku AQ sq wszystkie réwne) jest jak
GK, to jest jak réinica pomiedzy tukiem GF i sinusem
tuku AQ. Q.E.D.”

Powyzszy wywod zawiera wyprowadzenie rownania
Keplera przytoczone wczesniej, jak rowniez jego
parametryzacje geometryczna, wiazaca cykloidalny

ruch punktu Q z orbitalnym ruchem punktu P, gdy
okrag toczy si¢ wzdluz osi OX z jednostajna predkoscia
V= %. Zainteresowanym proponujemy rozszyfrowanie
tekstu Newtona, bedace sporym wyzwaniem. Stosowne
objasnienia mozna znalez¢ w [Chandrasekhar].

Ad 3. Metoda Newtona aproksymacji rozwigzania jest najprostszym przyktadem
jego metody odwracania szeregéw [Battin]. Zalézmy, ze mamy réwnanie f(x) =0,
gdzie funkcja f ma pierwsza pochodng f’. Niech £ bedzie pierwiastkiem tego

rownania. Wybieramy punkt xg i tworzymy ciag =1, z2, T3, .

(6)

Tp4+1 = Tk — f/(l'k)’

. gdzie
f(zr)

k=1,2,3,...

Zbiezno$é tak utworzonego ciagu zalezy of funkcji f i wyboru punktu

poczatkowego x.

Zobaczymy, jak ta metoda dziala w przypadku réwnania Keplera. Réwnanie to
ma dla kazdego M tylko jedno rozwiazanie E, ponadto dla kn < M < (k+ 1)«
mamy kr — M < E < (k+1)m — M.

Okreglamy f(F) = E —esin E — M. Mamy wtedy

(7)

gdzie My = Ej, — esin E;. Mozna pokazaé, ze

(8)
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M — M,
E =F _
kel k+1—ecosEk’
€
Epy1 — E| < —|E, — E%
| k+1 | 2(1—6)‘ k |



Zauwazmy, ze

gdzie 0 < € < 1, zatem zbiezno$¢ metody

|Ery1r — Ex| < €|Ex — Ex—1],

zapewnia zasada odwzorowan
zwezajacych (twierdzenie Banacha
o kontrakcji).

Wida¢, ze w przypadku planet w uktadzie stonecznym, dla ktorych € jest
bardzo male, aproksymacje Ej bardzo szybko zdazaja do rozwiazania réwnania
Keplera. Newton, a przedtem Kepler, zauwazaja, ze w wiekszosci przypadkow
wystarczy wziaé¢ tylko dwa wyrazy (dla uzyskania akceptowalnych przyblizen
obserwacyjnych).

Ciekawa historia metody Newtona—Raphsona (metoda ta wystepuje tez pod
innymi nazwami) jest opisana w artykule [Kollerstrom]|, a takze w artykule Przez
wieki z metodg Newtona (AY;).

Inna prosta metoda aproksymacji to metoda kolejnych przyblizen. Okreslamy np.
FEy =0, a dalej
(9) Ei =M +esinEy, ...,

Co prawda ciag FEy, F1, Fo, E3, ... tez zbiega do rozwigzania rownania Keplera,
ale wolniej. Na przyktad, jedli za parametry wezmiemy (z Wikipedii) dane dla
Jowisza: M = 20,02° oraz € = 0,0489, to dostaniemy nastepujace wyniki:

FEiy1 =M +esin By, ...

Numer iteracji £ | Metoda Newtona Metoda kolejnych przyblizen

0 0,0000000000000000

0,3673797878764218
0,3669591982813706
0,3669591966542151

0,0000000000000000

0,3494149162492648
0,3661557401527573
0,3669225177320731

John Flamsteed (1646-1719)
Pierwszy Astronom Krélewski i zalozyciel
Krélewskiego Obserwatorium

Astronomicznego w Greenwich
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(wyttusciliSmy te cyfry wyniku, ktére sa dokladne).

Dotychczas znaleziono wiele metod aproksymacji rozwiazania tego
najstynniejszego rownania przestepnego, z rézna dokltadnoscia wzgledem FE.
Weiaz podawane sa nowe metody [Colwell].

Oba artykuty, z AL i niniejszy, pozwalaja ujrze¢ geniusz Newtona i sile
Principiow, dzieta bedacego niedoéciglym wzorem publikacji w dziedzinie, ktora
dzi$ mogliby$my nazwaé¢ matematyka stosowana czy fizyka teoretyczng (okropne
nazwy wskazujace na wspolczesna schizofrenie naukowa), a kiedy$ nazywalo sie
duzo wlasciwiej, mianowicie filozofiq naturalng.

Korzystajac z drugiego prawa Keplera, prostych metod geometrii klasycznej

i bardzo subtelnego argumentu topologicznego, wyprzedzajacego swoja epoke

o okoto 200 lat, Newton rozwiazal niezwykle istotny problem astronomiczny
swojej epoki. Pokazujac ograniczenia dla doktadnych obliczen liczbowych, znalazt
rozwiazanie geometryczne i analogowe oraz zaproponowat szybko zbiezna
aproksymacje numeryczng rozwiazania metoda numeryczng stosowang do dnia
dzisiejszego.

Czego juz nie wida¢ w tych artykulach, Newton konfrontowal swoje teorie

z danymi doswiadczalnymi, w tym wypadku z tablicami astronomicznymi
Astronoma Krélewskiego Johna Flamsteeda (uciekajac sie nawet do odebrania
mu sila jego niedokoniczonych jeszcze obliczen).

Jesli do tego dodac, ze pracowal samotnie, piszac gesim piérem przy $wieczce,
w barbarzynskich czasach wojen religijnych i epidemii, w ktérych los, a nawet
zycie czlowieka wisialy na wlosku (Newton byl heretykiem, m.in. nie uznawatl
Tréjcy Swietej, co bylo uznawane za przestepstwo [Jerzy Kierul: Newton)]),

to narzucajaca sie najwlasciwsza nasza reakcja musi pozostaé klasyczne
chapeau bas.
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