Czy losowe bity pomagaja?
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Rozwigzanie zadania F 1039.
Filmowcy beda rejestrowali przebieg
zdarzenia, w kérym wszystkie odleglosci
beda k razy mniejsze niz w rzeczywistosci,
ale przyspieszenie g pozostanie
niezmienione. Rzeczywisty spadek

o odcinek s bedzie odpowiadal spadkowi
0 $m = s/k modelu pociagu. Mamy:

%gt‘ oraz Sy, = égtfw gdzie t i ty,
oznaczaja, odpowiednio, czas spadku
rzeczywistego pociagu i spadku jego
modelu. Otrzymujemy:

s =
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Oznacza to, ze przebieg sfilmowanej
katastrofy bedzie ,realistyczny”, gdy

tm = t/\/%., czyli filmujaca model kamera
powinna rejestrowaé f,, = f - Vk klatek
na sekunde. Modele kolejek sa
standardowo produkowane w skali k = 87,
a wiec kamera filmowcéw

amatoréw powinna rejestrowaé

fm = 24+/87 ~~ 224 klatki na sekunde.
Czytelnik Dociekliwy tatwo udowodni, ze
taka szybkos¢ filmowania pozwoli na
realistyczne przedstawienie ruchu
obrotowego spadajacych elementéw
pociggu.
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Rozwigzanie zadania F 1040.

W warunkach podanych w zadaniu gazy
wchodzace w sklad powietrza (w tym
para wodna), z dobrym przyblizeniem,
zachowuja si¢ jak gazy doskonate.
Ci$nienie mieszaniny gazéw doskonatych
jest suma cis$nien jej sktadnikéw (prawo
Daltona). Tlen i azot wystepuja w postaci
czasteczek dwuatomowych, a argon
jednoatomowych. Masa mg jednego mola
powietrza suchego (mieszaniny azotu,
tlenu i argonu) wyniesie wiec:

mg = (0,78 - 28 + 0,21 - 32 + 0,01 - 40) g.

W jednym molu powietrza mokrego
znajduje si¢ utamek u mola nasyconej
pary wodnej réwny stosunkowi ci$nienia
pary p, do catkowitego ci$nienia
mieszaniny p, a wigc

uw=2,3-10°/10° = 0,023.

Masa mola pary wodnej to 18 g. Masa
1 mola powietrza mokrego wynosi wiec

My = (1 —0,023) - mg 4+ 0,023 - 18 g.

Otrzymujemy m., /ms = 0,9913. Jest to
takze stosunek gestosdci powietrza
mokrego i suchego. Mokre powietrze ma
mniejsza gestosé niz suche, co powoduje
jego unoszenie sie i gromadzenie

w postaci chmur.

Marcin PILIPCZUK*

Nagroda Abela to, obok medalu Fieldsa, jedno z najwiekszych wyréznien

w Swiecie matematyki. Przyznawana corocznie od 2002 roku stanowi
matematyczny odpowiednik Nagrody Nobla. W 2021 roku nagrode te otrzymali
Laszlé Lovasz i Avi Wigderson za fundamentalny wkiad w rozwdj informatyki
teoretycznej i matematyki dyskretnej oraz wiodaca role w przeksztalceniu

tych dziedzin w kluczowe dyscypliny matematyki wspolczesnej. O ile pewnie
wiekszos¢ Czytelnikow spotkala sie z bardzo uzytecznymi wynikami pierwszego
laureata — choéby tzw. lokalnym lematem Lovasza — dorobek drugiego

laureata wydaje sie¢ mniej znany. W tym krétkim artykule naszkicuje jeden

z najciekawszych kierunkéw badan, w ktérym istotna role odegratl Avi
Widgerson, mianowicie derandomizacje algorytmow.

Zacznijmy od znanego wielu Czytelnikom przykladu problemu testu pierwszosci:
majac dang liczbe naturalna n, chcemy sprawdzié, czy jest ona pierwsza,

czy ztozona. Od lat 70. ubieglego wieku znamy kilka prostych i wydajnych
testow uzywajacych losowosci; w pewnym uproszczeniu sprowadzaja sie¢ one

do sprawdzania, czy zachodzi teza Malego Twierdzenia Fermata dla n i losowo
wybranej podstawy 1 < a < n, tj. czy a"~! daje reszte 1 z dzielenia przez n.

Przez ponad dwadziescia lat od powstania tych metod nie znaliSmy jednak
deterministycznego testu, tj. algorytmu, ktéry w czasie wielomianowym

od rozmiaru wejscia (tj. od [logy(n + 1)], bo liczba n na wejéciu podana

jest w zapisie binarnym) rozstrzyga, czy n jest pierwsze, czy zlozone, bez
uzywania bitéw losowych. Dopiero w 2002 roku udalo si¢ zderandomizowaé test
pierwszodci: powstal algorytm deterministyczny dzialajacy z grubsza w tym
samym czasie (wielomianowym od rozmiaru wejscia).

Drugim, troche mniej znanym przykladem problemu, dla ktérego istnieje
naturalny algorytm korzystajacy z losowosci, jest test réwnosci wielomiandow
(Polynomial Identity Testing, PIT): majac dane dwa wielomiany wielu
zmiennych, pytamy, czy sa one réwne. Przyjmujemy tutaj, ze wielomiany
dane sa jako obwody arytmetyczne i sg wielomianami nad cialem skonczonym.
W tym przypadku test z uzyciem losowodci jest jeszcze ltatwiejszy: jesli
wejsciowe wielomiany sa rézne (i rozmiar ciala jest istotnie wiekszy od
stopni obu wielomianéw), to lemat Schwartza-Zippela méwi, ze z duzym
prawdopodobieristwem wartosci obu wielomianéw dla losowego argumentu sa
rozne, co jest jednoznacznym dowodem, ze wielomiany tez sa rézne. Do dzi$
jednak nie umiemy satysfakcjonujaco zderandomizowaé tego testu.

Istotny dla dalszej opowiesci bedzie jeszcze problem szacowania wagi obwodu
(Circuit Approzimation Problem, CAP): majac dany obwdd logiczny C

o N wejsciach i jednym wyjsciu, oszacuj — z dokladnoscia do 10% — dla jakiej
frakcji mozliwych wej$é obwdd daje wynik 1. Innymi stowy, jesli potraktujemy C
jako funkcje C': {0,1}" — {0, 1}, to chcemy podaé liczbe ¢ spetniajaca

{ye{0. 1}V : Cly) =1}
aN

c| < 10%.

Tutaj znéw algorytm korzystajacy z losowosci jest prosty i naturalny. Wylosujmy
pewna (do$¢ niewielka, np. 1000) liczbe argumentéw y i obliczmy, dla jakiej
frakcji wylosowanych argumentéw y mamy C(y) = 1; pokazanie, ze z duzym
prawdopodobienistwem wynik naszych obliczen jest liczba bliska [{y € {0, 1}V :
C(y) = 1}|/2", jest elementarnym éwiczeniem z rachunku prawdopodobienistwa.
I znéw, nie wiemy, jak rozwiazaé¢ problem CAP deterministycznie w czasie
wielomianowym.

Generatory pseudolosowe

Naiwnym pomystem na derandomizacje algorytmu korzystajacego z bitow
losowych jest uruchomienie go na wszystkich mozliwych kombinacjach bitéw
losowych. To rozwiazanie jest zazwyczaj bardzo kosztowne: np. w przypadku
problemu PIT, sprowadza sie to do przetestowania réwnosci wartosci
wielomianéw dla wszystkich argumentow.
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Zauwazmy, ze trudnosé¢ generatora jest
dobrze zdefiniowana, bo zawsze istnieje
jakis obwéd, ktory go tamie.

W szczegdblnosci, istnieje obwdd wielkosci
mniej wigcej 2™, tamiacy G: jest to obwdd
wyliczajacy alternatywe, po wszystkich

z € {0,1}", sprawdzen, czy wejicie y jest
réwne G(z) (lamie G, jezeli N > n + 2).
Obwéd ten mozna zakodowaé za pomoca
2™ kopii obwodu wyliczajacego G oraz
niewielkiej liczby dodatkowych bramek.

Avi Wigderson i Russell Impagliazzo
pokazali, ze jezeli istnieje problem

f € DTIME(2"), dla ktérego istnieje
stala § > 0, oraz ze obwdd obliczajacy f
dla danych n-bitowych ma wielkosé

co najmniej 2°" dla kazdego n, to
zachodzi BPP = P.

Pomystem na ominiecie tego problemu jest zastosowanie tzw. generatorow
pseudolosowych (pseudorandom generator). Taki generator to funkcja

G :{0,1}" — {0,1}" dla pewnych n < N taka, ze jesli wylosujemy z rozkladem
jednostajnym x € {0,1}" i obliczymy G(z), to wynik ,bedzie wygladal”, jakby
byl wybrany jednostajnie ze zbioru {0,1}%.

Co to znaczy ,bedzie wygladal”? Tutaj najbardziej uzyteczna okazuje sie
definicja ,informatyczna”: funkcja G jest generatorem pseudolosowym, jezeli
nie ma prostego algorytmu, ktory umialby rozrézniaé¢ wartosci wylosowane
jednostajnie ze zbioru {0,1}" od wartosci G(z) dla losowo wybranego = € {0,1}".
Bardziej precyzyjnie powiemy, ze obwdd logiczny C' o N wejsciach lamie
generator G, jesli

e Procio132[C(G(z)) = 1] > 51%, ale
o Prycion[Cly) = 1] < 49%.

Trudnoscig generatora nazwiemy najmniejsza wielkos¢ obwodu, ktory go lamie.
Uzyteczne generatory pseudolosowe to takie, ktére maja wysoka trudnosé.

W jaki sposob mozna uzy¢ generatorow pseudolosowych do derandomizacji?
Przypomnijmy sobie problem szacowania wagi obwodu CAP i algorytm losowy
losujacy pewna liczbe argumentéw (stata, np. 1000) i zwracajacy, dla jakiej
frakcji wylosowanych argumentéw obwéd dat wynik 1. Zalézmy, ze mamy
wejscie C' dla problemu CAP (tj. obwdd logiczny o N wejéciach i jednym
wyjsciu). By algorytm losowy naiwnie zderandomizowaé, obliczyliby$my C(z)
dla wszystkich 2V wejéé. Zatézmy jednak, ze mamy jeszcze dany generator
pseudolosowy G : {0,1}" — {0, 1}V, Jedli G jest dobrym generatorem,
spodziewamy sie, ze

{z € {0,1}": C(G@) =1}| [y e {01}V :Cy) =1}
(%) on ~ N :
To daloby algorytm losowy losujacy pewna liczbe wartosci « € {0, 1}"
i zwracajacy, dla jakiej frakcji wylosowanych wartosci * mamy C(G(z)) = 1, oraz
jego derandomizacje obliczajaca bezposrednio [{x € {0,1}" : C(G(z)) = 1}|/2"
za pomoca 2" obliczen wartoéci obwodu C' i funkeji G.

Mamy wiec dwa przypadki: Jesli n < N i szacowanie (%)) zachodzi, daje nam

to bardzo dobry algorytm deterministyczny dla problemu CAP na obwodzie C.
Jesli NIFE zachodzi, to C zachowuje sie istotnie inaczej na zbiorze wartosci G
niz na calej przeciwdziedzinie {0, 1}". Okazuje sie, ze to wystarczy, by uzyé

C jako lewarka do skonstruowania malego (tj. wielkosci poréwnywalnej z C')
obwodu tamiacego G i wykazania, ze trudno$¢ G jest tak naprawde niska i G nie
jest dobrym generatorem.

Drzigki pracom Aviego Wigdersona i wspoétautoréw wiemy, ze dobre generatory
pseudolosowe mozemy skonstruowac z problemoéw trudnych obliczeniowo.

W szczegdlnosci, wraz z Russellem Impagliazzo pokazal on, ze jedli istnieje
problem rozwiazywalny algorytmem dzialajacym w czasie 2", ktorego nie
mozna rozwiazaé¢ za pomoca obwoddéw wielkosci podwykladniczej (dodajmy,
ze istnienia takich probleméw sie ,spodziewamy”), to zachodzi réwnosé klas
BPP = P. Klasa P to klasa probleméw, dla ktorych istnieje deterministyczny
wielomianowy algorytm. Z kolei klasa BPP to klasa probleméw, dla ktérych
istnieje wielomianowy algorytm, ktéry moze korzysta¢ z bitow losowych, ale
daje niepoprawna odpowiedZ z prawdopodobienstwem co najwyzej 1/3. Nasz
algorytm dla problemu testowania réwnosci wielomianéw PIT spelnia ten
warunek, czyli nalezy do BPP. Réwnos¢ klas BPP = P oznacza zatem, ze PIT
i wiele podobnych probleméw mozemy rozwiaza¢ w deterministycznym czasie
wielomianowym.

Odwracajac kota ogonem, wynik Impagliazzo i Wigdersona oznacza, ze jesli
wymieniony prosty algorytm dla PIT nie da sie zderandomizowaé, to w Swiecie
algorytmoéw wyktadniczych istnieje bardzo nieoczekiwana rozbieznos¢ miedzy
sita ,zwyklych” algorytméw a sita obwoddéw logicznych. Tego raczej sie nie
spodziewamy, ale na razie nie umiemy wykluczy¢.
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