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"Sito Eratostenesa" - metoda

uzyskiwania liczb pierwszych: W
zbiorze liczb naturalnych wiekszych od
l, uporzadkowanych rosnaco,
powtarzamy nastepujaca operacje:
pierwsza z nie zaznaczonych liczb (na
poczatku wszystkie sa nie zaznaczone)
bierzemy w kólko i skreslamy
wszystkie jej wielokrotnosci. Liczbyw
kólkach lo liczby pierwsze.

Od stycznia do czerwca 1973 roku odbyl sie w Miedzynarodowym Centrum
Matematycznym im. Stefana Banacha w Warszawie Semestr Poswiecony
Podstawom Matematyki. Pod ta wspaniala nazwa rozumie sie zazwyczaj logike
i teorie mnogosci, a poniewaz obie te dziedziny sa w Polsce silnie reprezentowane
(szereg waznych pojec i twierdzen z tego zakresu powstalo wlasnie w Polsce), wiec
liczni matematycy z calego swiata chetnie nasz kraj odwiedzaja, by dyskutowac
nowe, powstale w trakcie badan, problemy. Nic dziwnego zatem, ze taka
wyjatkowa okazja, jak caly semestr spotkan i wykladów, zgromadzila az 82
uczonych z 22 krajów, nie liczac 47 matematyków polskich. Warszawa stala sie na
pól roku najwiekszym osrodkiem badawczym w dziedzinie podstaw matematyki
na swiecie.
Przez piec dni w tygodniu odbywaly sie w palacyku przy ulicy Mokotowskiej
róznorodne zajecia. Soboty poswiecono na kontakty indywidualne i wyklady tych
z gosci, którzy przybyli do Warszawy tylko na krótko. Niedziele mialy byc
wypelnione róznego typu rozrywkami. Ale wlasciwie przez caly czas trwania
semestru, od rana do nocy, toczyly sie nieustajace dyskusje i spory. I daly one
bogaty plon: w czasie semestru powstalo dwadziescia piec prac naukowych, a co
najmniej dwanascie zapoczatkowano. Jest to czesto wynik wspólnych badan
matematyków z róznych krajów. Oczywiscie pokazalismy naszym gosciom
Warszawe, nawiazalismy i zaciesnilismy stosunki towarzyskie, ale piszac
o Semestrze niewatpliwie nalezy skoncentrowac sie na tym, co w nim bylo
najwazniejsze - na matematyce.
Czym wlasciwie zajmuja sie owe podstawy matematyki?
Glównym przedmiotem zainteresowania uprawiajacych te dyscypline .sa: teorie
(a wiec zbiory zdan sformalizowanych jezyków) i modele (struktury, o których
zdania te orzekaja); drugi wazny nurt badan to problemy efektywnosci, trzeci
wreszcie stanowi problematyka logik nieklasycznych (róznych od nauczanej
w szkole).
O wszystkim tym byla mowa w czasie Semestru. Moim zdaniem na czolo
wysunely sie dwa tematy:
- uogólnienia teorii rekursji,
- jezyki uogólnione.
Pokrótce postaram sie wyjasnic, o co tu chodzi.
Pierwsze z wymienionych zagadnien zwiazane jest z analiza pojecia efektywnosci.
Funkcje f: Nk ~ N nazywamy obliczalna (albo rekurencyjna), jesli jest ona
zlozeniem skonczonej ilosci funkcji najprostszych. Przez najprostsze rozumie sie
nastepujace trzy rodzaje funkcji:
wszystkie funkcje postaci

g(k, I, , m) = n (funkcja stala),

I(k, I, , m) = k (funkcja identycznosci owa),

S(k) = k + l (nastepnik).
Równiez za obliczalna uznamy funkcje uzyskana z wymienionych przez
utozsamienie zmiennych oraz dwa schematy:
(a) rekursja prosta: jeslif jest obliczalna, to obliczalna jest takze funkcjah,
okreslona przez warunki

h(O, o) = O,

h(n+l, o) =f(n, h(n, 0),0);

(b) minimum efektywne: jeslif jest obliczalna i spelnia warunek

1\ V f(x, y) = O,
x y

to obliczalna jest takze funkcjah, okreslona nastepujaco:
h(x) = najmniejsze takiey, zef(x,y) = O.

Mozna to sobie wyobrazic tak: funkcjaf jest obliczalna, gdy istnieje "recepta"R
(w istocie algorytm) o takiej wlasnosci, ze jesli z liczban postapimy wedlug
"recepty" R, wówczas jako rezultat otrzymamyliczbef(n). Obliczalnymi funkcjami
sa na przyklad: dodawanie, mnozenie czy "sito Eratostenesa". Rozwazania na
temat funkcji obliczalnych maja istotne znaczenie dla matematyki - chocby slynne
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Rozwiazanie zadania MIS.

Oznaczmy przez S 12, S 13j S 13 wyrazone

w dem1 pola powierzchni zakrytych przez

pierwszy i drugi, pierwszy i trzeci oraz drugi
i trzeci kawalek papieru. Zachodzi nierównosc

(I) 90;. 3' 40-(S12+S13+S,,}

pole powierzchni calego stolu jest co
najmniej równe polu powierzchni zakrytej, a to

ostatnie jest co najmniej równe3 . 40+
- (S12+ S13+ Sn).gdyz pola powierzchni

zakrytych dwukrotnie byly w iloczynie 3, 40

policzone co najmniej dwukrotnie (pole

powierzchni zakrytej trzykrotnie bylo liczone

trzykrotnie). Oznaczmy przezS najwieksza
sposród liczb S12, S13' SB'
Z nierównosci (l) mamy

3S;' S,,+S,,+Sn;' 30.
skad S;. lO. Istnieja wi~c dwa kawalki

papieru, które pokrywaja dwukrotnie

powierzchnie co najmniej 10 dem2, a wi~c

razem pokrywaja one powierzchnie najwyzej

(2' 40-10) dem'.
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twierdzenie Godla (patrz np: E. NAGEL i J. R. NEWMAN,Twierdzenie Godla,
«Omega», 52, 1966) o niepelnosci arytmetyki sformalizowanej, uzyskane ta droga.
Jak to pojecie uogólniamy? Na przyklad rozpatrujac funkcje obliczalne wzgledem
danej funkcji h. Umawiamy sie mianowicie, ze do grona funkcji obliczalnych
dolaczamy równiez h. Jej kombinacje z poprzednio wymienionymi funkcjami moga
istotnie rozszerzyc klase funkcji obliczalnych. Intuicja moze tu byc na przyklad
taka: mamy "czarna skrzynke" o takiej wlasnosci, ze jesli" wrzucimy" do niej
liczbe n, to "wyleci" z niej liczba h(n); moznosc dokonywania obliczen (byc moze)
istotnie sie powiekszy. (Zauwazmy, ze ilosc funkcji obliczalnych jest
przeliczalna, stad tez wzgledna obliczalnosc moze prowadzic do istotnego
powiekszenia rozwazanej klasy funkcji).
A dalsze uogólnienia? Widac trzy kierunki:

I - stosowanie bardziej skomplikowanych "czarnych skrzynek";
II - rozwazanie funkcji o dziedzinach innych nizN;

III - "mieszanie" I i II.
O tym wlasnie mówiono w czasie Semestru (i to wiele).
Co jest "modne" w kierunku I? Zasadniczo tak zwane rekurs je w obiektach
wyzszego typu. Co to znaczy? Umówmy sie, ze liczby naturalne sa obiektami
typu O. Obiektem typu n + l nazywamy funkcje o dziedzinie zlozonej z obiektów
typu n, a zbiorze wartosci z obiektów typuO. Niech A bedzie "czarna skrzynka"
i niech bedzie obiektem typu 7. Liczenie przy jej pomocy - to wlasnie rekursja
w obiekcie typu 7. Co mianowicie otrzymamy dopuszczajac ten typ rekursji? To
nie jest pytanie, ale caly worek pytan.
Kierunek II. Przykladem moze byc tutaj rekursja na tak zwanych liczbach
porzadkowych dopuszczalnych. Nie zaglebiajac sie w definicje dopuszczalnosci
przedstawmy idee. Zbiór uporzadkowany liniowo nazwiemy dobrze
uporzadkowanym, gdy kazdy jego niepusty podzbiór posiada element pierwszy
(porównaj artykuly A. MOSTOWSKIEGOw numerach 2 i 3 «Delty»). Liczby
porzadkowe reprezentuja zbiory dobrze uporzadkowane. Na niektórych (tu owa
wspomniana dopuszczalnosc) mozna uprawiac teorie rekursji. Co sie okazalo? Otóz
podobnie jak zwykla teoria rekursji okazala sie odpowiednikiem rachunku
kwantyfikatorów (klasycznej logiki), tak teoria rekursji na liczbach porzadkowych
odpowiada logice z wyrazeniami nieskonczenie dlugimi. I tu problematyka
rekursji doprowadza nas do problematyki jezyków uogólnionych.
Klasyczna logika operuje wyrazeniami uzyskanymi z tak zwanych atomowych
(czyli najprostszych) przez branie koniunkcji, alternatyw, negacji oraz stosowanie
kwantyfikatorów, a wiec "przedimków" postaci:
istnieje takie x, ze ...
badz:
dla kazdego x ....
Mozna to uogólniac na przyklad tak:
(I) branie nieskonczonych koniunkcji i alternatyw,
(2) uzywanie "nowych" kwantyfikatorów,
(3) rozszerzanie jezyka o tak zwane zmienne drugiego rzedu.
Zajmijmy sie mozliwoscia (I). Zauwazmy, ze nie jest to w gruncie rzeczy nic
nowego. Ot, chocby znane ze szkoly zdanie "Na kazdej prostej znajduje sie
nieskonczenie wiele punktów". Mozna to napisac jako:

(*) 1\ (BI A B2 A ••• A Bn A ... ),
l

gdzie Bn to wyrazenie mówiace: "istnieje co najmniejn punktów na prostej l",
czyli

V (PI::F P2API::F P3A ... A Pn-l::F PnAPI El A ..• APnE/).
P1..'P1., •••,Pn .

Kazde ze zdan.a-,. to zdanie jezyka geometrii. Zdanie (*) nie jest natomiast
równowazne zadnemu takiemu zdaniu (oczywiscie zapisanemu z zachowaniem
regul klasycznej logiki). Ale skoro chcemy go uzywac - musimy sie nim
zainteresowac. To wlasnie jest tematyka (l).
Stad tylko krok do (2). Zdanie (*) daloby sie sformulowac prosto, gdybysmy
dysponowali nowym kwantyfikatorem:
"istnieje nieskonczenie wiele takichx, ze ... "
(symbolicznie: Q). Moglibysmy wówczas zdanie (*) zapisac:

Je

!\ Q (P E l),
1 P

tyle ze to juz nie bylby klasyczny rachunek kwantyfikatorów. Cóz jednak w tym
zlego? Przyjmujac pragmatyczna zasade, ze "nic, czego matematyk uzywa, nie jest



obce logikowi", musimy oczywiscie badac i takie kwantyfikatory jakQ.
Uogólnienie (3) polega na dopuszczeniu (jako wyrazenia poprawnego)
kwantyfikatora zbiorów. Na przyklad zasada indukcji sformulowana jest przy
takim "uogólnieniu" (czyli jezyku drugiego rzedu) w nastepujacy sposób:

(**) !\ (OEZt\!\ (XEZ= (x+l) EZ)= !\XEZ).z x x

Mówimy tu o zbiorach liczb, a nie tylko o samych liczbach. Nie jest to wiec
wyrazenie arytmetyki sformalizowanej w rachunku kwantyfikatorów. Taka
"drobna" zmiana w arytmetyce, jak dopuszczenie kwantyfikatorów wiazacych
zbiory liczb, czyni z niej teorie kategoryczna, a wiec posiadajaca dokladnie jeden
model (podczas gdy bez uzywania takich chwytów osiagnac kategorycznosci
arytmetyki nie mozna).
Po omówieniu - pobieznym sila rzeczy - spróbujmy uchwycic ceche wspólna
wszystkich trzech rozwazanych uogólnien jezyka rachunku kwantyfikatorów. Otóz
tym wspólnym elementem jest dazenie do zwiekszania srodków wyrazu dostepnych
w codziennej matematyce.

Tyle krótkiego sprawozdania z Semestru. O problemach, tu zaznaczonych
zaledwie, zapisano kilogramy papieru, a znalazloby sie w róznych miejscach
swiata kilku ludzi, którzy zyja z tlumaczenia innym, co i jak trzeba uogólniac.
Niemniej moze udalo mi sie przekazac Czytelnikowi, co w tych dziedzinach sie
dzieje?

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M16. W rozgrywkach pilkarskich, w których kazda druzyna grala z kazda jeden raz, trzy
druzyny, które zajely pierwsze trzy miejsca, zdobyly odpowiednio 7, 5 i 3 punkty (za wygrana
otrzymuje druzyna 2 punkty, za remis 1, za przegranaO). Ile druzyn uczestniczylo w turnieju i po
ile punktów zdobyly pozostale druzyny?
Rozwiazanie na str. 16

M17. Okreslamy ciag0" wzorem 0" = n4+4", n = 1,2,3, .... Które wyrazy tego ciagu sa
liczbami pierwszymi?
Rozwiazanie na str. 9

M1S. Na stole o powierzchni 90dcm2 polozono 3 kawalki papieru o powierzchni 40dcm2 kazdy
(zaden kawalek papieru nie wystaje poza krawedz stolu). Udowodnic, ze pewne dwa z tych
kawalków pokrywaja razem powierzchnie stolu o polu nie przekraczajacym 70dcm2•

Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

Goracy okres! Doslownie, a dla wielu Czytelników równiez w przenosni. Okres egzaminów
maturalnych, wstepnych. Za tych, co zdaja, trzymamy kciuki i chociaz powinno to zasadniczo
wystarczyc, proponujemy jeszcze rozwiazanie kilku pozornie róznych zadan. Poszukajmy w nich

cech wspólnych - pomoze to nam)ozwiazywac analogiczne problemy na sali egzaminacyjnej.

F6.

I. Obliczyc okres wahan ciezarka o masiem, zawieszonego na sprezynie o stalejk.
II. Obliczyc czas przelotu ciala o masiem przez tunel w poprzek Ziemi, przechodzacy przez jej
srodek. Uproszczenia: zaniedbujemy opór powietrza, zakladamy kulistosc i jednorodnosc kuli
ziemskiej.

III. W rurce o ksztalcie litery U, o stalym przekroju, znajduje sie ciecz. Ciecz wyprowadzona
z równowagi waha sie przelewajac sie z jednego ramienia do drugiego. Okres wahan wynosiT.
Obliczyc dlugosc slupa cieczy.
Uproszczenia: Zaniedbujemy lepkosc cieczy.

IV. Obliczyc indukcje L cewki w ukladzie generatoraLe, jezeli znany jest okres drganT
i pojemnosc C konden~atora.
Rozwiazanie na str. 15
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