
Co to jest geometria wykreslna?

D~Jerzy LISIEWICZ

Od dawna, bo od czasów najwybitniejszych geometrów greckich: Pitagorasa
Euklidesa, Archimedesa, Apolloniusza i Pappusa - wymienilismy ich razem,
choc ostatniego dzieli od pierwszego osiem wieków historii - rozrózniano trzy
rodzaje zagadnien typowych dla geometrii:
1. dowody twierdzen opisujacych wlasnosci figur;
2. rozwiazywanie problemów algebraicznych metodami geometrycznymi
i odwrotnie; .
3. rozwiazywanie zadan konstrukcyjnych ..
W ciagu wieków zmienilo sie niewiele. Tyle, ze sluszniej jest mówic obecnie nie
o rodzajach zagadnien, a o metodzie uprawiania geometrii.
Metoda syntetyczna - zastosowana konsekwentnie najpierw przez
Euklidesa, doprowadzona do perfekcji przez Dawida Hilberta - coraz silniej
reprezentowana jest w programach szkolnych.
Metoda analityczna - za prekursorów której nalezy uznac Pitagorasa
i Apolloniusza - jest nieraz jedyna (zgodnie zreszta z zyczeniem jej wlasciwego
twórcy : Kartezjusza) stosowana w uniwersytetach.
Metoda wykreslna - no, wlasnie ...
Pewna czesc zadan konstrukcyjnych omawia sie marginesowo w szkole. Sa to
zreszta z reguly zagadnieniaplaskie, to znaczy dotyczace jednej plaszczyzny. I nic
dziwnego. Trzy czwarte szkolnego programu geometrii dotyczy plaszczyzny,
a zadania konstrukcyjne stanowia tu jedynie ilustracje pojec omówionych innymi
metodami. Cala reszta to domena geometrii wykreslnej. Czym jest ta "reszta"?
Sa to najpierw konstrukcje dotyczace jednej plaszczyzny; konstrukcje te powinny
sie znalezc w zasadzie w kursie geometrii rzutowej. Pozwalaja one zilustrowac
tak wazne pojecia teorii stozkowych, jak biegun, biegunowa, srednica, srednice
sprzezone, asymptoty itp. Konstrukcje te stanowia przedmiot geometrii wykreslnej
glównie dlatego, ze potrzebne sa jako element skladowy innych konstrukcji.
Pominmy te zagadnienia. Wspomne tylko, ze jednym z wykorzystywanych tu
przeksztalcen jest - znane ze szkoly sredniej - powinowactwo osiowe.
Konstrukcje plaskie na dowolnej plaszczyznieIX zastapic mozna konstrukcjami
na plaszczyznie rysunku, bo nawet jezeli wykonujemy rysunek w pewnej skali,
kazdemu punktowi plaszczyznyIX przyporzadkowany jest dokladnie jeden punkt
rysunku - i odwrotnie. Trudniej o takie wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie, gdy problem jest przestrzenny, a wiec gdy na rysunku
(z natury rzeczy plaskim) przedstawic trzeba figury nic lezace w jednej
plaszczyznie. Czy nie przesada? Wiadomo przeciez, ze na przyklad rys. 1
przedstawia szescian (taki "ladny", o scianach kwadratowych), rys. 2 - kule,
a rys. 3 - stozek obrotowy. Owszem, to moga byc symbole (jak hieroglify egipskie)
wymienionych bryl. Latwo jednak przekonac sie, chocby rzucajac cien
odpowiednich modeli przy oswietleniu slonecznym, ze: .
bryla z rys. 1 jest szescianem, bo ma szesc scian, ale jakich - bez dodatkowych
informacji nie wiadomo;
bryla z rys. 2 to w zadnym przypadku nie kula;
bryle z rys. 3 mozna by nazwac stozkiem, ale to na pewno nie to, o czym Czytelnik
mysli.
Rzut równolegly - bo tak sie nazywa zastosowany tu sposób przyporzadkowania
punktom przestrzeni punktów plaszczyzny rysunku - dopiero wtedy staje sie
wzajemnie jednoznaczny, gdy rysunek zawiera pewne dodatkowe dane. Najczesciej,
przy tak zwanej aksonometrycznej metodzie rzutowania, umieszcza sie na rysunku
rzut osi przestrzennego (zazwyczaj prostokatnego) ukladu wspólrzednych
z zaznaczeniem np. punktów jednostkowych osi. Rys. 4 przedstawia rzut
aksonometryczny szescianu (dlugos~ krawedzi= 2) i punktu A o wspólrzednych
2, 3, 4 (na rysunku oznaczenieA nie wystepuje, nie ma tam bowiem narysowanego
punktu A, a tylko jego rzut aksonometryczny) ..
Na rys. 5 pokazano konstrukcje punktu przebicia plaszczyznyIX - zadanej
sladami na plaszczyznach ukladu wspólrzednych - prostaAR. Latwo •
ekstrapolowac te metode na przestrzenie wyzszych wymiarów. Oto np. rzut
aksonometryczny prostejAR i konstrukcja przebicia ta prosta trójwymiarowej
hiperplaszczyznyXyZ w przestrzeni czterowymiarowej (rys: 6). Moze Czytelnik
zechce wykreslic czterowymiarowy odpowiednik szescianu? .
Pozostanmy jeszcze przy rzucie równoleglym i rozwiazmy zadanie konstrukcyjne,
w którym zastosowac trzeba sposoby charakterystyczne dla geometrii wykreslnej.
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Zadanie: Dany w rzucie równoleglym szescian przeciac plaszczyzna wyznaczona
przez trzy punktyA, B, C, przyjete na krawedziach. Rozwiazanie: Kreslimy
szescian w rzucie równoleglym (rys. 7) - a wiedzac, ze jest to -szescian, mozemy
pominac rzut osi ukladu wspólrzednych - i przyjmujemy na krawedziach punkty
A, B, C. W analizie trzeba ustalic kolejno:
a) fakt przecinania sie prostejBr:; z prostymi KM i KN (niech punktami

przeciecia beda odpowiednioD i E);
b) istnienie punktu G przeciecia prostejAD z krawedziaMT i punktu F

przeciecia prostejAE z krawedziaNS.
To wystarczy do znalezienia wielokata przekroju: pieciokataAGBCF. Na tym
jednak nie koniec. Zauwazmy, ze frontowa sciana szescianu zachowala w rzucie
swój rzeczywisty ksztalt (kwadratu). Jesli zatem obrócimy' plaszczyzne przekroju
wokól prostej AF tak, by np. punktB znalazl sie w plaszczyznie tej frontowej.
sciany, to uzyskamy rzeczywisty ksztalt pieciokataAGBCF. Obracamy wiec (czyli-
jak sie to zwie technicznie - dokonujemykladu plaszczyznyADF na plaszczyzne
AKN), przy czym wystarczy obrócic jeden tylko punkt, np.B. Dlaczego? Bo prosta
AF (jako os) i para punktówB, BO okreslaja ... powinowactwo osiowe,
a wyznaczenie pozostalych punktów(Go i CO) jest zagadnieniem plaskim.
Wielokat AO GO BO Co FO jest podobny do rzeczywistego wielokata przekroju
w takiej skali, w jakiej wykreslono kwadratAKNS. Konstrukcje mozna by jeszcze
uproscic korzystajac na przyklad z faktu, ze rzut równolegly zachowuje
równoleglosc prostych(AG i FC, równolegle w przestrzeni, pozostaja równolegle
i na rysunku).
Uwazny Czytelnik spostrzegl byc moze, ze dla zapewnienia sobie wzajemnej
jednoznacznosci odwzorowania przestrzeni trójwymiarowej na plaszczyzne nie
wystarczy z reguly podanie tylko punktu przyporzadkowanego punktowi
przestrzeni. I tak np. na rys. 4 dopiero zaznaczenie punktuAxy (rzut punktu,
w którym prostopadla do plaszczyznyXY przechodzaca przezA przebija te
plaszczyzne) okresla dokladnie punktA. W przypadku przestrzeni
czterowymiarowej (rys. 6) potrzebne sa próczA' jeszcze dwa punkty, np.Axyz
i Axy. Uczniowie klasy VIII wiedza, ze istnieje nawet taki sposób odwzorowania
przestrzeni trójwymiarowej na plaszczyzne, przy którym punktowiA przestrzeni
przyporzadkowuje sie pare punktówA' i Ali, nazywanych odpowiednio:
poziomym i pionowym rzutem punktuA.
Konstrukcje takiego rzutu (jest to tak zwany rzut Monge'a) wyjasnia rys. 8:
rzutuje sie prostokatnie punktA na dwie wzajemnie prostopadle plaszczyzny nI
i n2, a nastepnie przez obrót jednej z nich wokól krawedzix uzyskuje sie jedna
wspólna plaszczyzne rysunku. Konstrukcje w tym rzucie - poza waznymi
zastosowaniami praktycznymi - CWICZasWletme wyobrazme przestrzenna.
Proponuje zatem Czytelnikowi takie cwiczenie: Na rys. 9 wykonano dokladnie
te sama konstrukcje, co na rys. 7, ale ... w rzucie Monge'a. Prosze uzupelnic
oznaczenia literowe rys. 9.
Istnieje jeszcze wiele sposobów odwzorowania przestrzeni na plaszczyzne,
stosowanych w geometrii wykreslnej. Wystarczy wymienic chocby rzut cechowany
uzywany w topografii, rzuty kartograficzne, czy wreszcie rzut srodkowy, którego
piekna próbke widzielismy na okladcejednego z numerów «Delty». Omówienie
ty~h rzutów wykracza poza ramy tego artykulu. I nie o to tu chodzi.
Staralem sie opowiedziec, czym jest geometria wykreslna. Zeby ja blizej poznac,
trzeba siegnac do ... podrecznika.
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