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Rozwiazanie zadania M.42
Sprawdzimy najpierw, ze 38 nIe jcst
suma dwóch liczb zlozonych nieparzystych.
Moglyby to byc liczby 9,IS, 21,2S, 27,33, 3S.

Jczcli 38 jcst suma dwóch liczb naturalnych,
to któras z nich jcst mniejsza od 19. Gdyby
38 bylo suma dwóch liczb z1ozonych
nieparzystych, to jedna z nich byloby 9 lub
IS, ale 38-9 = 29 i 38-1S = 23 sa liczbami
pierwszymi.
Kazda liczba parzysta •• 40 jcst jednej
z postaci lOk, 10k+2, 10k+4. IOk+6,
IOk+8, gdziek jcst liczba calkowita wieksza
od 4. Zachodza równosc ilOk = I S+ S(2k - 3),
IOk+2 = 27+S(2k-S),

10k+4 = 9+S(2k-I),IOk+6 = 21 +S(2k-3).
IOk+8 = 33+S(2k-S). Pierwsze skladniki
sa oczywiscie liczbami nieparzystymi:zlozonymi,
drugie tez sa takie, gdyz sa iloczynami liczby
S przez liczbe ••2k - S •• 3. Udowodnilismy
tutaj nawet wiecej, mianowicie ze kazda liczba
parzysta •• 40 jcst suma dwóch liczb
nieparzystych, z których jedna jcst
podzielna przez 3, a druga przezS.

wyraza stosunek liczby kobiet, które odpowiedzialy TAK na pytanie o zabieg, do
liczby wszystkich kobiet, którym los i prowadzacy badania zadal to pytanie.
W ten sposób z dowolna dokladnoscia i z dowolnie mala szansa pomylki Uesli
brac duzen+m) mozemy wyznaczyc procent kobiet, które poddawaly sie
zabiegowi przerywania ciazy. Co ciekawsze, nie mozemy wskazac na pewno ani
jednej osoby, która sie temu zabiegowi poddala.
Opisane powyzej badanie przeprowadzono w USA w poczatku lat szescdziesiatych.
Wyniki i caly pomysl byly referowane na kongresie statystyki w Londynie w roku
1965. Oczywiscie techniczna realizacja byla nieco inna - wreczanie kostki i monety
byloby zbyt klopotliwe. Ale idea byla taka, jak opisano powyz~j.
I jeszcze jedna ciekawostka zwiazana z prawem wielkich liczb. Pierwsze
systematyczne obserwacje plci noworodków byly przeprowadzone we Francji
w latach 1800, 1801, 1802 z inicjatywy francuskiego matematyka S. Poissona.
Okazalo sie, ze stosunek liczby noworodków plci meskiej do liczby noworodków
plci zenskiej wynosil 22:21. Tylko Paryz wykazywal odchylenie od tej normy,
a mianowicie dla Paryza stosunek ten wynosil 24:23. Róznica byla zbyt znaczna
w stosunku do liczby urodzonych dzieci, aby to mógl byc przypadek. Sprawa
zaciekawila szersze grono ludzi. Pobiezne obserwacje w krajach sasiednich,
a nawet wsród tubylczej ludnosci Ameryki Poludniowej (dokonane przez
W. Humboldta) wykazywaly wyniki bliskie 22:21. Wymyslano rózne teorie, od
bardziej rozsadnych do calkowicie bezsensownych, jak np. ze jest to wynik
rozwiazlego zycia paryzan. Wreszcie Poisson'wpadl na wlasciwe rozwiazanie:
wylaczyl ze statystyki przytulki Paryza. I wtedy proporcja spadla natychmiast do
22:21. Co z tego wynikalo? Otóz to, ze okoliczna ludnosc (a moze i nie tylko
okoliczna) podrzucala noworodki - i to dziewczynki (chlopcy byli widocznie
bardziej w cenie) - do Paryza. Zjawisko to bylo tak masowe, ze az zaklócilo
statystyke. Nigdy nie dowiedzielibysmy sie o tym, gdyby nie obserwacje Poissona.

Troche rachunków

Kwantowy lew, czyli o teorii zjawiska tunelowego

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

W ogrodzie zoologicznym dla kwantowych zwierzat wybieg dla lwów, w postaci
dlugiego pasa, oddziela od publicznosci bariera, która stanowi obszar sztucznie
wytworzonego pola grawitacyjnego o dostatecznie duzym i stalym (w tym obszarze)
natezeniu. Energia potencjalna, jaka mialby lew w obszarze bariery, gdyby sie tam
znalazl, jest oVo wieksza (rys. 1)niz na wybiegu (mowa o lwie w normalnej pozycji,
na czterech lapach, tak ze jego srodek masy znajduje sie na pewnej wysokosci nad
zietnia). Maksymalna energia kinetyczna, jaka moze miec rozpedzony lew, wynosi
Eo < Vo. Jaka wysokosc energetyczna musi tniec bariera (tzn. jaka musi byc
wartosc Vo), aby byla ona ogrodzeniem absolutnie bezpiecznym, czyli - aby zaden
lew nie mógl jej nigdy przeskoczyc?
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Rys. 1. Ogrodzenie w postaci barier potencjalu (energie potencjalna lwa na wybiegu przyjeto za
poziom odniesienia, któremu przypisano wartosc równa zeru)

Gdyby lwy byly zwierzetami poruszajacymi sie zgodnie z prawami mechaniki
klasycznej, zaden z nich nie móglby przeskoczyc bariery. Nasze lwy to jednak
zwierzeta kwantowe, wykazujace cechy zarówno korpuskularne, jak i falowe. Ich
ruchem rzadza wiec prawa mechaniki kwantowej. Przyj tnijmy dla prostoty, ze
kazdego lwa mozna traktowac jak czastke o masiem. Odpowiednikiem klasycznego
równania ruchu czastki (wyrazajacego II zasade Newtona) jest w mechanice
kwantowej równanie Schrodingera. Jego rozwiazaniem jest tak zwana funkcja
falowa, opisujaca wlasnosci czastek kwantowych w jezyku teorii fal. Im wieksza
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Rys.2

Rys. 3

energia,

2

W mechanice klasycznej energia kinetyczna lwa.dana jest wzoremE = m; =
2

= fm ; w mechanice kwantowej energie kinetyczna lwa okresla wielkosc;

fz2 d2'lfJ

- 2m dx2'

JeSli wiecV oznacza energie potencjalna lwa, to zasada zachowania energii
w ujeciu kwantowym przyjmie postac:

fz2 d2'lfJ

- 2m dx2 +V'lfJ = E'lfJ,

gdzie E - calkowita energia czastki. Jest to wlasnie równanie Schrodingera.
Aby zatem odpowiedziec na postawione pytanie, wystarczy znalezc rozwiazanie
tego równania dla podanej na rys. l zaleznosciV(x), a nastepnie okreslicVo
z warunku, ze bezwzgledna wartosc funkcji falowej poza obszarem bariery jest
dokladnie równa zeru (inaczej bariera nie bylaby' w 100% bezpieczna dla
publicznosci). Problem mozemy jednak rozwiazac prosciej, przyjmujac
mianowicie, ze wybieg rozciaga sie w jedna strone nieskonczenie daleko, czyli
rozstrzygnac zagadnienie dla jednej tylko bariery (rys. 2). Kto nie wierzy, niech
sam sie przekona.
Jaki uzyskamy wynik? Zapewne Czytelnik bedzie wolal sam wykazac, ze na to,
by bariera byla absolutnie bezpieczna dla publicznosci, jej wysokosc energetyczna
Vo musi byc nieskonczenie wielka (jesli ma miec skonczona szerokosca). Tym,
którzy nie wiedza jeszcze, jak sie do tego zabrac, przyda sie pewnie kilka
wskazówek. W tym celu rozwazmy najpierw prosty przypadek - progu
potencjalnego (rys. 3), tzn. sytuacji, w której gdyby lew znalazl sie poza wybiegiem,
mialby wszedzie jednakowa energie potencjalna oVo wieksza niz na wybiegu.
Poniewaz w obszarze I(x < O) mozemy przyjacV = O (gdyz interesuje nas
jedynie przyrost energii potencjalnej wzgledem energii potencjalnej lwa na
wybiegu), aV = Vo w obszarzeII, zatem najprosciej jest rozwiazac równanie
Schrodingera oddzielnie dla kazdego obszaru. Przepisujemy wiec najpierw to
równanie dla obszaru I. Jesli Czytelnik uwaznie przyjrzy sie temu równaniu, to
zauwazy zapewne, ze jest ono formalnie identyczne z równaniem ruchu
drgajacego. Rozwiazaniami podstawowymi równania sa wiec funkcje
trygonometrycznesinkx i coskx, gdzie k - pewna stala, która trzeba wyznaczyc.
Znacznie prosciej jest rozwiazywac tego rodzaju równania, jesli funkcje
trygonometryczne przedstawimy za pomoca funkcji wykladniczejeil' zmiennej
urojonej iy (e - podstawa logarytmów naturalnych), korzystajac z relacji:

e±il' = cosy ± isiny

(stad wynikaja relacje odwrotne:2cosy = eil' +e-il' oraz 2isiny = eil' _e-il'), gdzie
y - zmienna rzeczywista. Teraz mozemy. powiedziec, ze podstawowymi

fi d'lfJ

T dx'

wartosc (bezwzgledna) ma ta funkcja w danym miejscu, tym bardziej
prawdopodobne jest znalezienie tam czastki (dokladniej: gestosc
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w danym miejscu jest wprost
proporcjonalna do kwadratu bezwzglednej wartosci funkcji falowej w tym miejscu).
Funkcja falowa ogólnie zalezy i od czasu, i od wspólrzednych przestrzennych.
Zalózmy dla uproszczenia, ze lwy biegaja po wybiegu w sposób ustalony,
a zatem prawdopodobienstwo spotkania lwa w dowolnym miejscu na wybiegu
nie zalezy od czasu, poniewaz "okupuja" one wybieg w sposób srednio
równomierny. Wtedy funkcja falowa bedzie iloczynem pewnej funkcji czasu
i pewnej funkcji wspólrzednych przestrzennych. O rozkladzie przestrzennym
prawdopodobienstwa znajdowania sie lwa w danym miejscu decydowac bedzie
tylko ta druga funkcja. W dalszym ciagu tylko ta funkcja bedziemy sie zajmowali
(i ja tez bedziemy nazywali funkcja falowa).

. Teraz funkcja falowa zalezy od dwóch wspólrzednych przestrzennych. Aby sobie
jeszcze bardziej uproscic zadanie, przyjmijmy, ze lwy biegaja tylko od jednej
bariery do drugiej po prostych prostopadlych do barier (jedna z tych prostych
przyjmiemy za osOx). Teraz funkcja falowa zalezy tylko od jednej zmiennej.
Przy tych wszystkich uproszczeniach ped lwa opisuje w mechanice klasycznej
wielkosc: p = mv, gdziev - predkosc lwa; w mechanice kwantowej ped lwa
okresla pochodna funkcji falowej;
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Trójkaty ACB i DXA sa przystajace. ady:!:
'1.XAD = 180°_(90°+ '1.CAB)= 90°_
- '1.CAB = '1.CBA, '1.AXD= '1.A CD, wiec
'1.XDA = '1.CBAoraz AB = AD.
Podobnie wykazujemy, ze trójkatyACB,
EYD i BZE sa przystajace. Mamy wiecAC =
= BZ, XA = BC, stad CZ = CB+ BZ =
= XA+AC = XC. Prostokat jest wiec
kwadratem. Punkt O jest srodkiem symetrii

calej narysowanej figury, lezy wiec na

przekatnej CY. Kat OCB równy jest wiec

polowie kata prostego.

Rozwiazanie zadania M.40

Na fiaune zlozonej z trójkata i kwadratu

opiszemy prostokat CXYZ (zob. rysunek).
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rozwiazaniami naszego równania sa funkcje:ei'kr oraz e-ikx• Latwo to sprawdzic
wiedzac, ze

d
_ecy = Cecy
dy ,

gdzie C - stala. Czyniac tak dojdziemy do wniosku, ze warunkiem tego, by dwie
podane funkcje wykladnicze byly rozwiazaniami naszego równania, jest relacja
okreslajacak:

k2 = 2mE
n2 •

Pierwsza funkcja(eikx) odpowiada fali harmonicznej (o dlugosciA = 2njk)
biegnacej z lewa na prawo, druga(rikx) - takiej samej fali biegnacej
w przeciwnym kierunku. Pierwsza funkcja opisuje lwa biegnacego ku barierze,
druga -lwa "odbitego" od bariery. Ogólnie funkcja falowa opisujaca lwa na
wybiegu bf(dzie wiec kombinacja:

"PI = Aleikx+Ble-ikx,

gdzie Al i BI - stale. Kwadrat bezwzglf(dnej wartosci pierwszego czlonu tej
kombinacji (a wiec i pierwszej stalej) okresla gestosc prawdopodobienstwa
znalezienia na wybiegu lwa biegnacego ku barierze, kwadrat bezwzglednej
wartosci drugiego czlonu -lwa biegnacego od bariery (po " odbiciu"). Stala Al
bedziemy traktowali jako dana, zakladajac tym samym, ze wiemy wszystko o lwie
biegnacym ku barierze. Do wyznaczenia pozostaje wiec stala BI'
Z kolei przepisujemy równanie SchrOdingera dla obszaruII(V = Vo). I znowu
szukamy rozwiazan podstawowych w postacieik'x. Po zrózniczkowaniu dojdziemy
do wniosku, ze warunkiem tego, by funkcje takie byly rozwiazaniem równania,
jest relacja:

(k')2 = 2m(~~ Vo) .

Jednakze z zalozeniaE < Vo, wiec k' musi byc urojone:
k' = iu. Ogólne rozwiazanie równania Schrodingera dla obszaruIIma wiec postac
kombinacji:

"Pll = Ali e"X + BIl e-><X.

Pierwszy czlon reprezentuje lwa, któremu udalo sie wniknac do obszaruII;
funkcja e"X wzrasta nieograniczenie przyx -. 00, co oznacza, ze jesli Ali ':/:O,to
prawdopodobienstwo znalezienia lwa w tym obszarze takze wzrasta nieograniczenie.
Jest to fizycznie niemozliwe, wobec tego musi byc:

Ali = O.

Co maja ze soba wspólnego funkcje "PIi "Pll?Kazda opisuje te sama czastke, tyle
tylko, ze w innym obszarze. Na granicy obszarów funkcje te musza byc wiec
równe: "PI(O)= "PII(O),skad:

AI+BI = Bn.

Dalej, pochodna funkcji falowej przedstawia ped czastki. Na granicy obszarów
musza wie.; byc takze równe pochodne obydwu funkcji. Z tego ostatniego warunku
brzegowego wynika, ze

ik(AI-BI) = -UBII'

Z obydwu relacji dla stalych Al, BIi BIl uzyskujemy:
u+~ 2~

BI = - --.-AI> oraz BIl = - --.-AI•
'X-~ u-~

Jest to rezultat odmienny niz w mechanice klasycznej, bowiem BI ':/:Al oraz
Bn ':/:O.Oznacza to, ze fala reprezentujaca lwa dobiegajacego do progu czesciowo
odbija sie, a czesciowo wnika do obszaru progu. Wprawdzie ta fala wnikajaca
jest silnie tlumiona, jednakze nie znika tozsamosciowo. Czy to oznacza, ze w chwili
odbicia czastka rozdwaja sie na dwie mniejsze czesci, z których jedna wraca,
a druga wnika do wnetrza progu, by tam w pewnej odleglosci zniknac? Nie,
uzyskany wynik wskazuje tylko, ze prawdopodobienstwo odbicia czastki jest
mniejsze od jednosci oraz ze prawdopodobienstwo wnikniecia czastki do wnetrza
progu jest rózne od zera. Sposród wielu lwów atakujacych próg tylko czesc ich
"odbije sie", pewien natomiast ich ulamek wniknie do wnetrza obszaruII.
Tlumienie funkcji "Pll(a wif(Ci gestosc prawdopodobienstwa znalezienia czastki
w danym miejscu obszaruII) jest tym wieksza, im wyzszy jest próg i im mniejsza
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Na pewno pomoga w tym ksiaZKI, np.:
R. P. Feynmana, R. B. Leightona i M. Sandsa,
"Feynmana wyklady z fizyki", tom III:
E. H. Wichmana "Fizyka kwantowa"
(IV tom BerkeJeyowskiego Kursu Fizyki).

x

Rys. 5

energia

Vo

o a

energie ma czastka, Wynika to z postaci wzorów okreslajacych"Pn oraz
wspólczynnik tlumieniax. Latwo tez zauwazyc, ze funkcja"Pn bedzie
tozsamosciowo równa zeru tylko wówczas, gdyx -+ 00 (nieskonczenie silne
tlumienie), czyli gdyVo -+ 00. Tylko w takim przypadku granicznym nastapi
calkowite odbicie.
Jak mozna sobie tlumaczyc to zjawisko wnikania czastki do obszaru
klasycznie wzbronionego? Niestety, niema sposobu przedstawienia tej sytuacji
w jezyku mechaniki klasycznej, gdyz fizyka klasyczna sytuacji takich w ogóle nie
dopuszcza. Obrazowo jednak rzecz ujmujac, mozemy czastke kwantowa wyobrazic
sobie jako swego rodzaju pakiet czy klebek fal. Zanikajacy w obszarze II "ogon"
funkcji falowej odpowiada w takim niezbyt adekwatnym modelu falowym
"ramionom" czastki, którymi siega ona bezkarnie tam, gdzie jej mechanika
klasyczna zabrania.
W tym miejscu Czytelnik domysla sie pewnie, jak dalej mozna rozumowac. Skoro
mianowicie czastka moze wniknac z pewnym prawdopodobienstwem do obszaru II,
to w sytuacji, kiedy obszar ten ma skonczona szerokosc (rys; 2), z pewnym
prawdopodobienstwem mozna znalezc czastke po drugiej stronie barier,y (jesli
bariera ma skonczona szerokosc). Takie przenikanie czastek przez bariery
potencjalne nosi nazwe zjawiska tunelowego.

energia

x

o 'l
Rys. 4. Zjawisko tunelowe (schematycznie)

Chetny Czytelnik pewnie zabierze sie teraz do dokladnych obliczen
ilustrujacych zjawisko tunelowe w przypadku bariery, jak na rys. 2, i w wyniku
ich udowodni podany na wstepie warunek absolutnego bezpieczenstwa bariery
dla lwów, Obliczenia te nie wniosa wiele nowego do naszej kwestii, choc pewnie
poprawia nasze samopoczucie. Wyniknac w nich powinny jednak nowe, ciekawe
kwestie, dlatego warto przeprowadzic przedtem troche rachunków i dyskusje
innego, ale prostszego i pouczajacego zagadnienia, mianowicie - czastki w jamie
potencjalnej (rys.S).
Zjawisko tunelowe wystepuje dosc czesto w róznych sytuacjach. Dla przykladu
wymienimy: autoemisje (emisje zimna elektronów z metalu pod wplywem
zewnetrznego pola elektrycznego), emisje czastek alfa z jader w wyniku rozpadu
alfa oraz zjawiska Josephsona w zlaczach nadprzewodnikowych. Zapoznanie sie
z mechanizmami tych zjawisk pozwoli zdac sobie sprawe z realnosci i znaczenia
efektu tunelowego.

__ Zadania
Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F14. W Stanach Zjednoczonych rozwaza sie projekty budowy pociagów "grawitacyjnych".
Pociagi takie poruszalyby sie wydrazonymi we wnetrzu ~iemi tunelami. Tunel laczacy dwa
miejsca na powierzchni Ziemi bylby prowadzony wzdluz cieciwy. Pociag grawitacyjny
potrzebowalby lokomotywy jedynie do pokonania sil tarcia. Jakie sa teoretyczne podstawy tych

projektów? Pomijajac na poczatek tarcie i przyjmujac, ze gestosc Ziemi jest w kazdym jej
punkcie jednakowa, obliczcie, ile wynosilby czas przejazdu oraz jakim przyspieszeniom byliby
poddawani podrózni? Promien ZiemiR ~ 6370 km, a przyspieszenie ziemskiel! = 9,81 m/s2•
Odpowiedzi szukajcie na str. 6

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M.40. Dany jest trójkat prostokatnyABC (1: C = 90°). Na przeciwprostokatnej zbudowano na
zewnatrz trójkata kwadrat o bokuAB. Wyznaczyc 1:0CB, gdzie O jest srodkiem kwadratu.
Rozwiazanie zadania na str. 3

M,4t. Udowodnic, ze w dowolnym dwunastokacie wypuklym istnieja dwie przekatne tworzace
kat o mierze mniejszej od 4° (przyjmujemy, ze proste równolegle tworza kat 0°).
Rozwiazanie zadania na str. 10

M.42. Udowodnic, ze 38 jest najwieksza liczba parzysta, która nie jest suma dwóch liczb
zlozonych nieparzystych. Rozwiazanie zadania na str. 2
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