
Swoboda ruchów
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Rozwiazanie zadania F.14

Jesli pominiemy tarcie, to na pociag

znajdujacy sie w punkcie P tunelu AB

x

Rys. 1

dziala sila przyciapnia grawitacyjnego Ziemi

F" skierowana wzdluz jej promienia i sila
reakcji podlota N. równowazaca sldadowa sily

ciezkosci prostopadla do torów (osi tunelu) ..
Niezrównowazona sldadowa sily ciezkosci.

skierowana wzdluz osi tunelu, powoduje

ruch pociagu. Gdy pociag znajduje sie w

odleglosci , od srodka ZiemI. sila przyciagania

grawitacyjnego wynosi (twierdzenie Gaussa):

M,'m

F, = k --,2--'
gdzie: k - stala powszechnego ciazenia, m-
masa pociagu, aMr - masa zawarta w kuli

o promieniu r. przy upraszczajacym

zalozeniu, ze gestosc Ziemi jest w kazdym

. . .. r'
Jej punkcie Jednakowa, mamy:M,= M' R3 '

gdzie M jest masa Ziemi. Przy tych

upraszczajacych zalozeniach równanie ruchu

pociagu jest nastepujace (rys. 1):

M,m kM'm
m"a= -k-;:z-cosa= - R3 ·x,

gdzie x okresla odleglosc pociagu od srodka

tunelu AB. Z powyzszego równania wynika,

ze ruch pociagu bedzie ruchem harmonicznym

(przyspieszenie jest proporcjonalne do

wychylenia i przeciwnie skierowane):

kM g Mk
a = - Ji3 x = - li" x, bog = R2'

Pólokres takiego ruchu wynosi:

T= ny ~.
To jest wlasnie czas potrzebny na przehycie

odleglosci AB. Wartosc T nie zalezy od

odleglosci punktów A i B. Innymi slowy, czas

przejazdu np. z Warszawy do Lodzi czy do

Moskwy teoretycznie powinien byc identyczny

i Wynosic okolo 42 min. 10 s.

D. c. na str, 7

Dr Marek KORDOS

W jaki sposób zmierzyc dlugosc srubki le1acej pod szafa? Ano, trzeba wyciagnac
srubke spod szafy, wziac linijke z podzialka i zmierzyc srubke.
Ta trywialna uwaga ma jednak pewien sens - wskazuje ona mianowicie, te
przemieszczenie srubki (spod szafy, dajmy na to, na stól) nie ma wplywu na
wynik pomiaru dlugosci. Nie wszystkie pomiary sa niezaleme od przemieszczen,
np. znajdowanie pozycji statku na morzu (pomiar dlugosci i szerokosci
geograficznej).
Oba opisane zagadnienia mówia o pewnych stosunkach przestrzennych. Oba
nale1a tym samym do obszaru zainteresowan geometrii. Jak to wiec jest: motemy,
czy nie motemy dokonywac przemieszczen obiektów, których cechy geometryczne
chcemy badac? Raz tak, raz inaczej? Jak zgadnac kiedy wolno, kiedy nie?
Zeby sytuacje bardziej skomplikowac rozpatrzmy jeszcze dwa przyklady. Chcac
zmierzyc katy wielokata mozemy bez szkody dla wyników zmniejszyc go, badz
powiekszyc, jak nam wygodniej. Dla sprawdzenia czy skarpetka ma dziure (dziura
to tez pojecie z obszaru geometrii) mozemy ja miac, naciagac, rozciagac, slowem
deformowac dowolnie wystrzegajac sie tylko rozerwania. Tymczasem
zdeformowanie srubki (np. za pomoca mlotka) mogloby zmienic rezultat badania
dlugosci dosc znacznie.
Co wiec wolno robic z przedmiotem poddajac go geometrycznym badaniom, aby
nie zafalszowac rezultatów badan? Odpowiedz ogólna wydaje sie niemozliwa.
Chyba, zeby uznac, ze przytoczone tu wlasnosci geometryczne (dlugosc, polozenie,
rozwartosc kata, posiadanie dziur) pochodza nie z jednej, a z róznych geometrii.

PODSTAWY GEOMETRII

Na to, by jakies badania mogly roscic sobie prawo do nazwy "nauka", trzeba by
spelnialy okreslone warunki. Trzeba mianowicie, by zostal jasno okreslony
przedmiot badania. To oczywi~te. Trzeba tez, a to juz rzecz mniej oczywista, by
jednoczesnie okreslone zostaly metody badania. Dopuszczajac bowiem w tym
wzgledzie absolutna dowolnosc mozemy zaprzeczyc naj oczywistszym prawdom.
Tlen w temperaturze pokojowej i pod cisnieniem atmosferycznym jest gazem. Tak?
No to wpuszczamy do zbiornika z tlenem pewna (zlosliwie dobrana) ilosc wodoru,
mala iskierka i (o ile uszlismy z zyciem) stwierdzamy, ze jest ciecz. Ze nie wolno
przy badaniu stanu skupienia robic takich machinacji? To wlasnie jest
ograniczenie metodologiczne. Dyscyplina zajmujaca sie ustalaniem przedmiotu
badan i dopuszczalnych metod danej dziedziny wiedzy nazywa sie podstawami
tej dziedziny. Pytania zawarte we wstepie nale1a wiec do podstaw geometrii.
Co do przedmiotu, to w rozpatrywanych konkretnych przykladach wszystko
wydaje sie byc w porzadku - chodzi o stosunki przestrzenne. Co do metod zas -
nie zdolalismy uzyskac tu odpowiedzi.
Artykul ten jest poswiecony wskazaniu, ze ustalenie metod moze miec wplyw na
ustalenie przedmiotu badania .

PROGRAM ERLANGENSKI

Sto dwa i pól roku temu wyklad inaugurujacy rok akademicki na Uniwersytecie
w Erlangen (Niemcy) wyglaszal wybitny matematyk Felix Klein (1849-1925).
Poswiecil go geometrii. Dzis powiedzielibysmy: podstawom geometrii - wówczas
tej nazwy nie uzywano. Konkretnie mówil on o wplywie metod uprawiania tej
dyscypliny na jej przedmiot. Zaproponowal nawet, aby rozbic geometrie na szereg
dyscyplin stosujac zasade - kazdy zestaw metod wyznacza odrebna geometrie.
Podal tez sposób budowania takich "zestawów". Propozycja ta zostala pózniej
nazwana programem Kleina lub programem erlangenskim. I powszechnie przyjeta.
Zasada budowania zestawu dopuszczalnych metod jest prosta: umawiamy sie
jakie przeksztalcenia badanych obiektów sa dopuszczalne. Aby nie uzyskac
sprzecznosci konieczne jest tylko przestrzeganie nastepujacych trzech rygorów:
1. Zawsze dopuszczamy niewykonywanie tadnych przeksztalcen.
2. Wraz z dopuszczeniem jakiegos przeksztalcenia dopuscic musimy

i przeksztalcenie do niego odwrotne (by móc wrócic do punktu wyjscia).
3. Jezeli dopuscimy dwa przeksztalcenia, musimy dopuscic i takie, które polega na

wykonaniu ich kolejno.
Kazdy zestaw przeksztalcen spelniajacy powyzsze rygory nazywamygrupa
przeksztalcen.Zatem Klein proponowal, aby konkretna geometrie wyznaczala
wybrana grupa przeksztalcen dopuszczalnych.

&



D. c. rozwiazania zad. F14

Wzdluz osi tunelu zarówno pociag, jak

i podrózni byliby poddawani tej samej

skladowej przyspieszenia grawitacyjnego

Ziemi. Oznacza to. ze w tym kierunku

znajdowaliby sie podrozni w stanie

niewazkosci wzgledem pociagu. Nie
odczuwaliby, ze pociag przyspiesza lub

zwalnia, odczuwaliby natomiast

przyspieszenie grawitacyjne wzgledem podlogi

wagonów. Wartosc tego przyspieszenia

zmienialaby sie wzdluz drogi i zalezalaby od

glebokosci tunelu.
Zastanówcie sie jeszcze, ale juz sami, jak na

nasze wyniki i wnioski wplynie uwzglednienie

tarcia oraz faktu, ze gestosc Ziemi jest

monotoniczna (jaka 7) funkcja odleglosci (przy

upraszczajacym zalozeniu, ze rozklad masy

Ziemi jest kulisto-symetryczny). Ambitniejszym

z Was proponujemy zastanowienie sie nad

jeszcze jednym problemem: czy zmiana

B

Rys.2

ksztaltu toru (jak na rys. 2) zwiekszy, czy

zmniejszy okres T (ew. przy tych samych

uproszczeniach, jakie poczynilismy w
podanym wyzej rozwiazanhi).

Literatura

Pewne informacje zwiazane z tematem

artykulu mozna znaleZC w podreczniku

Z. Krygowska, O. Maroszkowa: Geometria II.
Szersze potraktowanie tematu zawiera np.

L. S. M. Coxeter: Wstep do geometrII dawnej
j nowej.

Interesujacych sie zagadnieniem od strony

geometrii analitycznej kierujemy do

podrecznika
K. Borsuk: Geometria aMIityczna

wielowymiarowa.

Oczywisty wniosek z tych zalo1en jest nastepujacy: Je1eli geometriaG jest
wyznaczona przez grupeG to obiektem badan geometriiG moga byc tylko te
stosunki przestrzenne, których nie zmienia 1adne z przeksztalcen grupy G. Te
stosunki przestrzenne nazywamyniezmiennikami grupy G.
A wiec istotnie, przez wybór metod wyznaczamy przedmiot badania!

RÓZNE GEOMETRIE KLEINOWSKIE

Jak wynika z przytoczonych rygorów istnieje najmniejsza grupa przeksztalcen.
Taka mianowicie, w której nie dopuszczamy zadnych w ogóle przeksztalcen (aby
nie ró1nila sie od innych, brak przeksztalcenia oznaczmy litera I i te1 uwazamy za
przeksztalcenie - tozsamosciowe) - oznaczmy jal. KaMy stosunek
przestrzenny jest niezmiennikiem tej grupy (nic przecie1 nie moze ulec zmianie).
Geometria I bada wiec wszystkie stosunki przestrzenne, w szczególnosci polozenie.
Zadna inna geometria nie bada ju1 pol01enia (dlaczego?), moze tylko badac
wzajemne polozenie dwóch obiektów.Ijest geometria uzywana przez astronomów,
kartografów, topografów (w niej miesci sie wlasnie problem polozenia statku).
Jezeli dopuscimy wszystkie przeksztalcenia nie zmieniajace odleglosci -izometrie
(spelniaja one rygory - prosze sprawdzic) otrzymamygeometrie metryczna.Bedzie
tojuz mniej szczególowa geometria - wsród niezmienników nie ma juz pol01enia,
ani orientacji katów na plaszczyznie. Z niej korzystaja in1ynierowie mechanicy,
budowlani, krawcy itp. (tu - srubka).
Biorac jako grupe przeksztalcenpodobienstwa (mozemy zmieniac
odleglosci, ale wszystkie w tym samym stosunku) otrzymamy te geometrie, która
uprawiali Euklides i Pitagoras - domene matematyków. Odleglosc nie bedzie tu
juz obiektem badan, ani pole (mozna badac tylko ich stosunek), pozostana
np. katy (tu zas - katy wielokata).
Je1eli dopuscilibY$my wszelkie przeksztalcenia nie wykrzywiajace prostych
i zachowujace ich równoleglosc(przeksztalcenia afiniczne)stracilibysmy moznosc
badania rozwartosci katów. Ciekawe, ze pozostalby wsród obiektów badanych
srodek odcinka.
Wszystkie przeksztalcenia nie "rozrywajace" ani nie "sklejajace" figur
(homeomorfhmy) wyznaczaja geometrie o nazwietopologia (tu z kolei -
skarpetka). Przeksztalceniawzajemnie jednoznaczneUeszcze ogólniejsze - figury
moga sie "rozrywac" i "sklejac";nie moga sie "rozrywac" ani "sklejac" punkty)
wyznaczajateorie mnogosci - tak jest! - teorie zbiorów.
Mozna wy1ej podane poj~ia zilustrowac w nastepujacy sposób: Przeksztalcenia
kazdej z wymienionych grup pozwalaja pewne figury nalozyc na siebie, zas innych
nie. Te, które dadza sie na siebie nalozyc sa z punktu widzenia odpowiedniej
geometrii identyczne. Na podanym obok rysunku mamy szesc róznych figur
z punktu widzenia geometrii pol01enia, tylko piec róznych z punktu widzenia
geometrii metrycznej (pierwsze dwie sa identyczne), cztery rózne z punktu widzenia
geometrii podobienstw (pierwsze trzy sa identyczne), trzy - z punktu widzenia
geometrii afinicznej (pierwsze cztery, piata i szósta), dwie - z punktu widzenia
topologii (pierwszych piec i szósta) i jedna - z punktu widzenia teorii mnogosci.

Uwaga!

Niedoskonalosc powyzszego tekstu, moze spowodowac kilka nieporozumien. "Odetnijmy sie"
zatem od dwóch najbardziej prawdopodobnych.
~ Zwrot "rózne geometrie" jest uzywany nie tylko w podanym wyzej sensie, lecz takze dla
okreslenia stosunków przestrzennych w róznych przestrzeniach (np. przestrzen Euklidesa
i przestrzen Bolyai-Lobaczewskiego). Tutaj mówimy o róznych geometriach tej samej
przestrzeni (konkretnie Euklidesa). Dla podkreslenia napisalismy wiec "rózne geometrie
kleinowskie". Oczywiscie istnieja rózne geometrie kleinowskie przestrzeni Bolyai-Lobaczewskiego
(choc juz nie takie same) i innych przestrzeni.
- Podane przyklady geometrii sa uszeregowane od najbardziej szczególowej do najbardziej
ogólnej. Geometrii kleinowskich przestrzeni Euklidesa jest wiele (nieskonczenie wiele). Bledem
bylby wniosek, ze dadza sie one wszystkie w takim "rosnacym" ciagu ustawic. Np. grupa
przeksztalcen zachowujacych pola wyznacza geometrie ani bardziej szczególowa, ani bardziej
ogólna od geometrii podobienstw.

CWiczenia

l. Przez wybranie odpowiedniej grupy przeksztalcen okreslic geometrie bardziej ogólna od
geometrii polozenia i zarazem bardziej szczególowa od geometrii metrycznej. Grupa ta musi miec
zatem jakis niezmiennik nieobecny wsród niezmienników izometrii i dopuszczac zmiane
polozenia.
2. W których z wymienionych geometrii mozna sformulowac twierdzenie Pitagorasa. Niby jest
tam mowa o odleglosci, ale ...
3. Jezeli srQdek jest niezmiennikiem geometrii afinicznej to moze byc skonstruowany za pomoca
jej pojec. Istotnie mozna skonstruowac srodek odcinka tylko kresl ac proste i prowadzac
równOlegle (bez cyrkla i zadnego odmierzania). Warto spróbowac.
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