
Równania rói'niczkowe (II)

Dr Henryk KOLAKOWSKI

W poprzednim artykule (<<Delta»,1974, 10) poznalismy kilka faktów
zwiazanych z teoria równan rózniczkowych zwyczajnych. Obecnie przyjrzyjmy sie
blizej niektórym wymienionym tam problemom. Rozwazania nasze beda dotyczyly
twierdzen o istnieniui jednoznacznosci rozwiazania równania

Twierdzenie o jednoznacznosci
rozwiazania zagadnienia (1)-(2)
orzeka, ze jesli w ogóle takie
rozwiazanie istnieje, to tylko jedno.

Twierdzenie o istnieniu orzeka, ze
istnieje co najmniej jedno
rozwiazanie - bez precyzowania, ile
jest rozwiazan.

(I) dy =f(x,y),dx

spelniajacego warunek poczatkowy

(2) . y(xo) = Yo,

gdzief jest funkcja okreslona w prostokacie[J = {(x y): Ix - Xo I < a,
IY-Yol < h}.
Zanim przejdziemy do ogólnych sformulowan, omówimy kilka przykladów.
p r z y kla d 1. Rozwiazac równanie

(3) dy
dx =y2

Z zalozenia (por. «Delta», 1974, 10)
rozwiazaniem zagadnierlia (1)-(2) ma
byc funkcja okreslona na pewnym
przedziale. Z tego wzgledu "dolna"

1
czesc wykresu funkcjiy= - x-l
nie naleZY do rozwiazania.

z warunkiem Poczatkowym
(4) y(O) = 1.

gdzie.Q jest zbiorem{(x, y): lxi < 5, jy- II < 4}.
Stosujac metode podana w poprzednim artykule o równaniach rózniczkowych
dochodzimy do wniosku, ze rozwiazaniem równania (3) jest kazda funkcja postaci

I
y = - --, c = const,

x-c

oraz funkcjay == O.
Warunek (4) spelnia tylko funkcja

l
y=-x-I'

y

Warto sprawdzic, ze funkcja ta
rzeczywiscie ma pochodna w punkcie
"sklejenia" x = c. lak to zrobic?

(5) dy .r-=2rydx

z warunkiem poczatkowym
x

5

(6) y(O) = O.

gdzie [J = {(x, y): x - dowolny, y ~ O}.

Poniewaz prawa strona (5) jest nieujemna, wiec rozwiazanie musi byc funkcja
niemalejaca, zatem rozwiazaniem zagadnienia (5)-(6) jest kazda funkcja postaci

{(X-e)2 dla x> c, O ~ c = const,
y=

O dla x ~ c, c ~ O

rozpatrywana dla - 5< x < 1.
Rys. 1. przedstawia szkic krzywych calkowych równania (3). Kolorem zaznaczono
rozwiazanie zagadnienia (3)-(4). W przykladzie tym prawa strona równania (3)
tzn. funkcjaf(x, y) = y2 okreslona jest na calej plaszczyznie, a wiec
i w calym prostokacie.Q. Mimo to rozwiazanie zagadnienia (3)-(4) jest okreslone
jedynie dla - 5< x < 1.
P r z y kla d 2. Rozwiazac równanie

oraz funkcjay == O.

Kazda z tych funkcji jest okreslona i rózniczkowalna na calej prostej. Rys. 2
przedstawia szkic krzywych calkowych równania (5). Kolorem zaznaczono
rozwiazanie zagadnienia (5)-(6). Zatem, jesli prawa strona równania (1) jest nawet
wielomianem, a wiec funkcja okreslona na calej plaszczyznie (P r z y kla dl),
to rozwiazanie konkretnego zagadnienia nie musi byc okreslone na calej prostej.
Jesli funkcjaf(x, y)zalezy tylko od zmiennejy i jako funkcja jednej zmiennej
jest funkcja ciagla (P r z y kla d 2), to konkretne zagadnienie moze miec
nieskonczenie wiele rozwiazan.
Zanim sformulujemy podstawowe twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci
rozwiazania zagadnienia (1)-(2), podamy kilka niezbednych definicji pojec
zwiazanych z funkcjami dwu zmiennych.
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D.c. zad. F19
Rozwazamy niezaleznie ruch czesci liny lezacej

na stole ora z zwisajacej. Ale, uwaga, masa

kazdej z czesci Lmienia siew czasie. Coraz

wiecej liny zwisa, acorazmniej tezy na stole.
Napiszmy zasade zachowania pedu dla danej

czesci liny. Zmiana peduiJp, w przedziale

czasu (I, t+Lft' wynosi:
(7) Llp = F 11+ Jm . '11m, gdzie

Fjest ze~netrzna sila dzialajaca, aLJm ''Vm

pedem przynoszonym (wynoszonym) przez

przyrastajaca (ubywajaca) maseLlm.
W naszym zadaniu przybywajace masy nie maja

skladowej predkosci w kierunku ruchu
rozwazanej czesci liny, (np. zwisajaca czesc

liny porusza sie wzdluz osi z, a przybywajaca

masa poruszala sie wzdluz osix). Dlatego,

drugi skladnik w równaniu (7) mozemy

pominac. Odpowiednie równania ruchu dla

pionowej ipoziomej czesci Hny maja postac:

d (M x 'lIX) = -Tdl I
(8)

d(') . z
M-v. = M g-T

dl I I
gdzie T jest naprei.eniem liny, aVx iv:
oznaczaja predkosc srodkow masy

odpowiednich c.(e~i liny. Oczywiscie:

l dx l d=

{lX':; 2 dl ' V= - "2 dt-'
Odejmujac równania (8) stronami

i wykorzystujac zalczno:>cx;. 1- zotrzymamy:

Niechf(x, y) bedzie funkcja okreslona w prostokacieD. Niech dalejp. =
= (x"' y,,), n = 1,2, ... , oznacza dowolny ciag punktów prostokataD; niech
p = (x, y) E D. Zamiastf(x, y) motemy wiecpisac:f(P). Przeze(P", P)
bedziemy rozumieli odleglosc punktuPil od punktu P.

DEFINICJA l. Ciag Pil jest zbietny do punktuP, jesli ciag liczbowye(P", P)
jest zbiezny do zera.

DEFINICJA 2. Funkcjaf(x, y) jest ciagla w danym punkcieP, jesli dla kaMego
ciagu P" zbieznego doP ciag liczbowyf(P,,) jest zbiezny dof(P).

DEFINICJA 3. Funkcjaf(x, y) jest ciagla wD, jesli jest ciagla w kaMym punkcie
PED.

Funkcjami ciaglymi wD sa m.in. funkcje postaci

gdziejj, gj, i = 1,2, ... k, sa funkcjami ciaglymi jednej zmiennej.

DEFINICJA 4. Funkcjaf(x, y) spelnia wD warunek Lipschitza ze wzgledu na
zmiennay, jesli istnieje stalaL taka, te dla kazdej pary punktów(x, Y1), (x, Y2)

Przykladem funkcji spelniajacej ten warunek mote byc np.

f(x, y) = sin(x+y)

(9) 2g z
l

dla D bedacego cala plaszczyzna. Istotnie

(7)

Równanie (9) rótoi sie od równania (I),

dajacego poprawne rO.lwiazanie zadania
o czynnik 2 po prawej stronie. Gdzie zakradl

sie blad do przytoczonego rozumowania.
Odpowied, na str. 16.

Z twierdzenia Cauchy'ego-Picarda
i z P r z y k la d u 2 wynika, ze

f(x, y) = ty (y ;;. O) nie spelnia
warunku Lipschitza!

Isin(x+Y1)~sin(x+Yz)1 = 2 Isin Y1;yz cos 2x+~ +Y2\ ~ 2\ sin Y1 ;YZI ~

~ l ·IY1- Yzl·

Liczba L równa jest tutaj jednosci.
W roku 1890 wloski matematyk Józef Peano udowodnil, ze jesli funkcjaf(x,y)
jest ciagla w prostokacieD, to istnieje co najmniej jedno rozwiazaniey = y(x)
zagadnienia (1)-(2), okreslone w pewnym otoczeniu punktuXo.

Twierdzeniem, które gwarantuje istnienie i jednoznacznosc rozwiazania zagadnienia
(1)-(2), jest np. twierdzenie Cauchy'ego-Picarda. W zaloteniach tego
twierdzenia oprócz warunku ciaglosci funkcjif(x,y) wystepuje warunek
Lipschitza.

P r z y kla d 3. Rozwiazmy równanie

di ..
dt + l = smt.

z warunkiem poczatkowym

(8) i(O) = o.

llozwJazamc Ladania M 53.

Zauwazmy •.lli: zachotb. to7.s.1m{JS~

ah'_hk (a-h)(uk l e"k··2h+. +abk. 2+
+h" ").

Mamy 27"" - 27 - 26" o 27\27"- l) 26" ~
= 27(27-1)(27" '+27"·' t ..+27+ I) 26n
~ 26[27"+27" le. +27-n] 26[(27n-1),
+(27" '-1)+ . +(27 1)].

Liczba w na\'."j3..l\.ic:prostokatnym.lako :"Uffia

Itczb p"dl.,c1nych prLeL 26 Jest podzielna przez
26.

Wynika stad, ze liclba 27'''' 27 26n jest

podzielna przez 261.., 22• 169. :J wiec i przez
169.

(Zagadnienie tego typu wykorzystuje sie do analizy obwodów elektrycznych).
Twierdzenie Cauchy'ego-Picarda gwarantuje nam istnienie i jednoznacznosc
rozwiazania zagadnienia (7)-(8), poniewaz prawa strona równania (7) spelnia
zalotenia tego twierdzenia. Wynika stad przede wszystkim, te warto w ogóle
szukac rozwiazania,naszego zagadnienia. Co wiecej - wiemy juz, te istnieje
dokladnie jedno rozwiazanie. Gdyby wiec udalo nam sie je w jakis sposób
odgadnac, to bedziemy mieli pewnosc, ze zagadnienie zostalo w pelni rozwiazane.
Przy pewnej wprawie i odrobinie szczescia daje sie odgadnac, te rozwiazaniem
zagadnienia (7)-(8)jest funkcja '

i(t) = ~ (e-r +sint-cos't).

Jednym z pozytków plynacych z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci jest
wiec to, te dzieki niemu zgadywanie staje sie calkiem porzadna metoda
rozwiazywania równan rózniczkowych.
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