Automatyczny matematyk

pVGg=~p=4¢
p Ag=~(p=~4q)
peg=(p=~@Q=r~(~rp=4q)

1) sylogizm warunkowy

(r=q = ((g=r=(p=r),
2) prawo Dunsa-Scotusa
p=(~p=q

3) prawo Claviusa
(~p=p)=p.

Doc. dr Lestaw W. SZCZERBA

W erze wszechobowiazujacej automatyki nasuwa si¢ nieodparcie pytanie, czy
wszystko mozna zautomatyzowac. W szczegdlnosci w czasopismie poswigconym
matematyce zupelnie na miejscu jest pytanie

CZY MOZNA ZAUTOMATYZOWAC MATEMATYKE?

Pytanie to mozna postawi¢ réwniez inaczej: Czy mozna zbudowaé maszyng, ktora
wykonywataby czynnosci wykonywane dotychczas przez matematykow?
Odpowiedzie¢ na tak szeroko postawione pytanie jest o tyle trudno, e nikt
dotychczas nie zdefiniowal dostatecznie Scisle obowiazkéw matematyka. Obawiam
sig zreszta, Ze podanie takiej definicji znacznie przekracza moje kompetencje. Nie
pozostaje zatem nic innego, jak tylko ograniczy¢ si¢ do pewnego aspekiu
dzialalno$ci matematykéw. Mogg sig tu zreszta oprzec o autorytet Hilberta, ktory
twierdzil, ze matematycy powinni rozwigzywa¢ trudne problemy matematyczne.
Opusémy w tym stwierdzeniu niejasne okreslenie ..trudne™ i zastanéwmy si¢ nad
tym, co to znaczy rozwigza¢ problem matematyczny. Wigkszos¢ problemow
matematycznych daje si¢ sformutowac w nastgpujacej postaci: Czy takie to,

a takie zdanie jest twierdzeniem takiej to, a takiej teorii matematycznej? Mozna
to wypowiedzie¢ Scislej: Dany jest pewien uklad aksjomatéw: czy dane stwierdzenie
mozna wyprowadzi¢ z tych aksjomatow postugujac si¢ okreslonymi regutami
dowodzenia? Problem zautomatyzowania tak postawionego zagadnienia wzbudzil
w ostatnich latach ogdlne zainteresowanie i znany jest pod nazwg ,,problem
automatycznego dowodzenia twierdzen”. Wchodzi on w sklad kompleksu
zagadnien zwigzanych ze sztuczng inteligencja. Upraszceza sig go zreszity jeszcze
bardziej przyjmujac, ze regulami dowodzenia postuguja sig istniejace juz maszyny
liczace: problem sprowadza si¢ do napisania odpowiedniego programu. Budowe
za$ samych maszyn matematycznych, czy — jak ostatnio modnie jest mdwic

z angielska — komputerow, pozostawia si¢ specjalistom.

Jak zatem napisa¢ program, ktéry dawalby odpowiedZ na pytanie, czy dane
zdanie wynika z podanej aksjomatyki? Dla teorii rozstrzygalnych sprawa jest
prosta: nalezy icisle opisa¢ metodg rozstrzygania dla danej teorii. Na przyklad dla
teorii porzadku liniowego lub teorii nieréwnosci liniowych mozna opisaé¢
odpowiednie metody eliminacji kwantyfikatorow (omdéwione w «Delcien, 1974,
nry 71 9). Dla rachunku zdan -- metodg¢ zero-jedynkowa, opisang w wigkszosci
podrecznikow logiki (np. H. Rasiowa Wstep do matematyki wspilezesnef). Gorzej
z teoriami, dla ktérych metoda rozstrzygania nie istnieje, to znaczy z teoriami
nierozstrzygalnymi (por. artykuly prof. Mostowskiego, «Delta», 1974, nry 10 11).
Czy wobec takich teorii jestesmy catkiem bezsilni? Niezupelnie. Istniejg bowiem
metody uniwersalne, dajace si¢ zastosowac¢ do kazdej teorii opisanej
aksjomatycznie. Omowimy t¢ metode na przykladzie rachunku zdan. Aby uczyni¢
sprawe jeszcze prostsza, zajmiemy si¢ taka formalizacja rachunku zdan, w ktdrej
wystepuja, poza zmiennymi, tylko dwa symbole zwane tez funktorami
zdaniotworczymi: negacja ~ i implikacja = . (Pozostale funktory moZna wiedy
zdefiniowaé: prosze sprawdzi¢ przyklady na marginesie!).

Jesli w naszym przypadku rachunek zdan ma by¢ zaksjomatyzowany —
wypadaloby podac¢ jego aksjomaty. Mamy tu dosé duzg swobode. Te, ktdre
zostaly podane obok na marginesie, cytujemy z ksiazki A. Mostowskiego Logika
matematyczna; zostaly one podane przez J. Lukasiewicza. Aby si¢ przekonad, 7e
jakies zdanie jest twierdzeniem rachunku zdan (w przypadku rachunku zdan
zamiast ,,twierdzeniem' mowi si¢ czgsto ,,tautologia™), trzeba je udowodni¢. Coz
to jednak oznacza ..udowodni¢”? Oznacza to, ze trzeba poda¢ dowdd tego zdania,
czyli cigg. w ktorym kazde zdanie wynika bezposrednio z aksjomatow lub tez ze
zdan wypisanych wczesniej. a konczagcy sig zdaniem, ktdre nzlezy udowodnic.
Niektorzy wymagaja dopisania na koncu literek c.b.d.o. (co hylo do okazania)
lub c.n.u. (co nalealo udowodnic). nie jest to jednak absolutnie konieczne.
Wszystko byloby w porzadku. gdyby nie zwrot: . .wynika bezposrednio™. Przeciez
na dobrg sprawg ..daje si¢ udowodnic¢™ oznacza tyle, co ..wynika", czyZzbym wigc
zamierzal wprowadzac czytelnikéw w blgdne kolo definicji? Nie sposdb sie dalej
wykreca¢ i musze teraz podac precyzyjne reguly wnioskowania, ktdre razem
stanowi¢ beda definicj¢ terminu ..wynika bezposrednio™.

Regula 1 (trywialna). Kazde zdanie wynika bezpos§rednio 7 siebie samego.

Regula jest, zgodnie z nazwg, trywialna (tzn. naiwnie prosta) i stuzy tylko do
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tego, aby mozna bylo w dowodzie wypisywac aksjomaty. W ten sposéb ciag
zlozony z jednego aksjomatu jest dowodem. Czego dowodem? Oczywiscie tego
aksjomatu. Stad prosty, acz niezgodny ze (ztymi) obyczajami wniosek, ze aksjomaty
sg twierdzeniami,
Regula 2 (podstawiania). Ze zdania 4, w ktorym wystepuje zmienna zdaniowa p,
wynika bezposrednio zdanie C, powstajgce ze zdania A przez podstawienie zdania
B w miejscu wszystkich wystapien zmiennej p .
Uf! Tej reguly nie mozna nazwac trywialna. Stanie sie jednak jasna, gdy sie
rozpatrzy przyklad podany na marginesie.
Regula 3 (odrywania). Ze zdania A4 postaci B = C oraz zdania B wynika
bezposrednio zdanie C.
Regula ta w odréznieniu od poprzednich ma dwie przestanki: zdanie A, ktdre
musi mie¢ posta¢ implikacji, oraz zdanie B, ktére musi byé poprzednikiem tej
implikacji. Wnioskiem okazuje si¢ nastepnik implikacji.
Wreszcie czas na warunek koncowy: zdanie wynika bezposrednio z jednego lub
dwu zdan tylko wtedy, gdy wynika z nich na mocy przynajmniej jednej z regul
I-3.
Teraz juz wiemy dokladnie, czym jest dowod w rachunku zdan. Ale w tej sytuacii,
jak fatwo zauwazy¢, sprawdzenie, czy przedstawiony nam przez kogo$ ciag zdan
jest dowodem, jest sprawa by¢ moze mozolng, ale catkowicie mechaniczna.
Sprawdzenie za$, czy jest to dowdd zadanego zdania. nie przedstawia zadnej
w ogdle trudnosci. Z tej obserwacji wywodzg si¢ metody automatycznego
dowodzenia twierdzeri: maszyna wypisuje jeden po drugim coraz dluzsze ciggi
zdan, a nastgpnie sprawdza, czy wypisany ciag nie jest przypadkiem poszukiwanym
dowodem. Jesli chcemy mieé¢ pewnosé, ze dla kazdego twierdzenia otrzymamy po
pewnym czasie dowod, musimy tak ulozy¢ program wypisujacy ciggi, aby kazdy
skoniczony cigg zdan, a przynajmniej kazdy dowdd mogl si¢ po pewnym czasie
pojawi¢. Stanowi to oczywiscie pewna dodatkowa trudno$é, ale na szczescie niezbyt
wielka.
Tak wigc, jesli wystartowaliémy z twierdzenia, to wszystko w porzadku, po
pewnym, by¢ moze bardzo dlugim, ale jednak skoficzonym, czasie otrzymamy
Jego dowdd, Coz jednak, jesli pechowo zaczelismy poszukiwa¢ dowodu zdania,
kidre twierdzeniem nie jest? W przypadku rachunku zdan zawsze pojawi sig
wtedy negacja tego zdania, i po tym bedziemy mogli pozna¢, Ze si¢ mylilismy. Dla
niektérych jednak innych teorii mozemy by¢ zmuszeni do czekania nieskoficzenie
dtugo, poZerani przez niepewnosé¢: ,,A nuz nastegpny dowdd bedzie tym
wlasciwym?”. Ta niedoskonalo$¢ metody wynika z jej ogdlnosci. Metoda daje sie
bowiem przenie$¢ na wszystkie teorie matemalyczne. Moze by¢ wdwezas znacznie
bardziej skomplikowana. Zwlaszcza wtedy, gdy w teorii wystgpuja kwantyfikatory,
wowcezas bowiem reguly wnioskowania ulegaja znacznej komplikacji. Zasada
pozostaje jednak stale ta sama; wypisywac ,,po kolei' ciggi zdan i sprawdzac, czy
ktdry$ nie jest przypadkiem pozadanym dowodem. Dotyczy to rowniez teorii
nierozstrzygalnych, i to jest przyczyna omawianej wady.
Z punktu widzenia praktyki programowania istniejacych maszyn liczacych (owych
komputeréw) metoda ma jeszcze dalsze wady. Jest mianowicie bardzo
nieefektywna: dla otrzymania stosunkowo prostych dowoddw maszyna musiataby
pracowac bardzo dlugo, a 1o jak wiadomo jest zwiazane ze znacznymi kosztami.
Zaczgto zatem metode modyfikowaé i ulepsza¢. Ulepszenia te polegaly na
pomijaniu tych dowoddw, o kidrych z gdry wiadomo. ze nie prowadza do celu.
Modyfikacje te mialy ten uboczny skutek. iz maszyna musi teraz pamigta¢ mase
informacji, kiéra w czasie pracy wyprodukuje. Istniejace, przynajmniej dotychczas.
maszyny maja pamig¢¢ skonczona, lo znaczy moga zapamieta¢ tylko skonczong
liczbg informacji. Co gorsze, pojemnosé ich pamigci, cho¢ obiektywnie czasem
bardzo duza, nie wystarcza do zapamigtania wynikow czesciowych, potrzebnych
przy poszukiwaniu nawet stosunkowo prostych dowodow. Pamigc maszyny
.zatyka si¢” i maszyna przestaje pracowaé lub zaczyna dziala¢ nieprawidlowo.
W tej eytuacji automatyczne dowodzenie twierdzen stosuje sig tylko do zagadnien
niezwykle prostych. ale za to w sytuacjach, gdy ingerencja cztowieka jest
niemozliwa lub niepozadana. Natomiast jesli idzie o samodzielne dowodzenie
interesujacych twierdzefi matematycznych przez maszyny. wymagatoby to albo
istotnej zmiany metody, albo istotnego postgpu w budowie maszyn liczacych. Co
do pierwszej ewentualnascei autor moze powiedzieé tvlko tyle. ze dzié§ zupelnie
niec wida¢ takich mozliwosci. Co za$ tyczy drugiej. to postep elektroniki musialby
chyba by¢ tak duzy. ze wymagalby zmiany pogladéw na budowe fizyczng $wiata.
Powie ktos. 7e to mozliwe, No ¢z, niec umiem temu zaprzeczy¢ ani tez
polwierdzi¢. i w tej svtuacji nie moge zrobié nic innego, jak tylko skonczyd
artykul, pozostawiajac reszi¢ wyobrazni Czytelnika.
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