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pvq= •.•••p=>q
p /\q=",(p=>~q)
P '"'" q = (p => ~ q) => ~ (~ p => q)

l) sylogizm warunkowy
(p =- q) =- ((q => r) => (p => r»),

2) prawo Dunsa-Scotusa
p=> (~p=> q).

3) prawo Claviusa
(-p=>p)=p.

W erze wszechobowiazujacej automatyki nasuwa sie nieodparcie pytanie, czy
wSzystko mozna zautomatyzowac. W szczególnosci w czasopismie poswieconym
matematyce zupelnie na miejscu jest pytanie

CZY MOZNA ZAUTOMATYZOWAC MATEMATYKE'!

Pytanie to mozna postawic równiez inaczej: Czy mozna zbudowac maszyne, która
wykonywalaby czynnosci wykonywane dotychczas przez matematyków?
Odpowiedziec na tak szeroko postawione pytanie jest o tyle trudno, ze nikt
dotychczas nie zdefiniowal dostatecznie scisle obowiazków matematyka. Obawiam
sie zreszta, ze podanie takiej definicji znacznie przekracza moje kompetencje. Nie
pozostaje zatem nic innego, jak tylko ograniczyc sie do pewnego aspektu
dzialalnosci matematyków. Moge sie tu zreszta oprzec o autorytet Hilberta, który
twierdzil, ze matematycy powinni rozwiazywac trudne problemy matematyczne.
Opuscmy w tym stwierdzeniu niejasne okreslenie "trudne" i zastanówmy sie nad
tym, co to znaczy rozwiazac problem matematyczny. Wiekszosc problemów
matematycznych daje sie sformulowac w nastepujacej po~·taci: Czy takie to.
a takie zdanie jest twierdzeniem takiej to, a takiej teorii matematycznej? Mozna
to wypowiedziec scislej: Dany jest pewien uklad aksjomatów; czy dane stwierdzenie
mozna wyprowadzic z tych aksjomatów poslugujac sie okreslonymi regularni
dowodzenia? Problem zautomatyzowania tak postawionego zagadnienia wzbudzil
w ostatnich latach ogólne zainteresowanie i znany jest pod nazwa .,problem
automatycznego dowodzenia twierdzen". Wchodzi on w sklad kompleksu
zagadnien zwiazanych ze sztuczna inteligencja. Upraszcza sie go zreszta jeszcze
bardziej przyjmujac, ze regulami dowodzenia posluguja sie i~tniejace juz maszyny
liczace: problem sprowadza sie do napisania odpowiedniego programu. Budowe
zas samych maszyn matematycznych, czy - jak ostatnio modnie jest mówic
z angielska - komputerów, pozostawia sie specjalistom.
Jak zatem napisac program, który dawalby odpowiedz na pytanie, czy dane
zdanie wynika z podanej aksjomatyki? Dla teorii rozstrzygalnych sprawa jest
prosta: nalezy scisle opisac metode rozstrzygania dla danej teorii. Na przyklad dla
teorii porzadku liniowego lub teorii nierównosci liniowych mozna opisac
odpowiednie metody eliminacji kwantyfikatorów (omówione w «Delcie», 1974.
nry 7 i 9). Dla rachunku zdan -- metode zero-jedynkowa, opisana w wiekszosci
podreczników logiki (np. H. RasiowaWstep do matematyki wspÓlrzesnej).Gorzej
z teoriami, dla których metoda rozstrzygania nie istmeje, to znaczy z teoriami
nierozstrzygalnymi (por. artykuly prof. Mostowskiego, «Delta». 1974. nry 10 i II).
Czy wobec takich teorii jestesmy calkiem bezsilni? Niezupelnie. Istniej<! bowiem
metody uniwersalne, dajace sie zastosowac do kazdej teorii opisanej
aksjomatycznie. Omówimy te metode na przykladzie rachunku zdan. Aby uczynic
sprawe jeszcze prostsza, zajmiemy sie taka formalizacja rachunku zdan, w której
wystepuja, poza zmiennymi, tylko dwa symbole zwane tez funktorami
zdaniotwórczymi: negacja ~ i implikacja =- . (Pozostale funktory mozna wtedy
zdefiniowac; prosze sprawdzic przyklady na marginesie l).
Jesli w naszym przypadku rachunek zdall ma byc zaksjomatyzowany-·
wypadaloby podac jego aksjomaty. Mamy tu dosc duza swobode. Te, które
zostaly podane obok na marginesie. cytujemy z ksiazki A. MostowskiegoLogika
matematyczna; zostaly one podane przezJ. Lukasiewicza. Aby sie przekonac, ze,
jakies zdanie jest twierdzeniem rachunku zdan (w przypadku rachunku zdan
zamiast "twierdzeniem" mówi sie czesto "tautologia"), trzeba je udowodnic. Cóz
to jednak oznacza. .,udowodnic··? Oznacza. to, ze trzeba podac dowód tego zdania,
czyli ciag, w którym kazde zdanie wynika bezposrednio z aksjomatów lub tez ze
zdan wypisanych wczesniej. a konczacy sie zdaniem, które m-Iezy udowodnic.
Niektórzy wymagaja dopisania na koncu literek c.b.d.o.(co hylo do okazania)
lub c.n.u. (co IlGle~alo udoH'odnic). nie jest to jednak absolutnie konieczne.
Wszystko byloby w porzadku. gdyby nie zwrot: ,.wynika bezposrednio". Przeciez
na dobra sprawe ..daje sie udowodnic" oznacza tyle. co "wynika", czyzbym wiec
zamierzal wprowadzac czytelników w bledne kolo definicji? Nie sposób sie dalej
wykrecac i musze teraz podac precyzyjne reguly wnioskowania, które razem
stanowic beda definicje terminu .. wynika bezposrednio".
Regula I (trywialna). Kazde zdanie wynika bezposrednio z siebie samego.
Regulajest, zgodnie z nazwa, trywialna (tzn. naiwnie prosta)i s.luzy tylko do
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Przyklad
A = p => (q => p)
B=r=>s

C = (r => s) => (q:> (r => s))

Do metod tego typu nalezy np.
cieszacy sie ogromnym
zainteresowaniem psychologów
.. Ogólny Rozwiazywacl Problemów"
(General Problem Solver). Jest to

program, skonstruowany przez
matematyków amerykanskich.
Zob. np. J. Kozielecki: Z zagadnif'n

psychologii myHenia) .

tego, aby mozna bylo w dowodzie wypisywac aksjomaty. W ten sposób ciag
zlozony z jednego aksjomatu jest dowodem. Czego dowodem? Oczywiscie tego
aksjomatu. Stad prosty, acz niezgodny ze (zlymi) obyczajami wniosek, ze aksjomaty
sa twierdzeniami.
Regula 2 (podstawiania). Ze zdania A, w którym wystepuje zmienna zdaniowap,
wynika bezposrednio zdanieG, powstajace ze zdaniaA przez podstawienie zdania
B w miejscu wszystkich wystapiell. zmiennejp .
Uf! Tej reguly nie mozna nazwac trywialna. Stanie sie jednak jasna, gdy sie
rozpatrzy przyklad podany na marginesie.
Regula 3 (odrywania). Ze zdania A postaci B ~ C oraz zdania B wynika
bezposrednio zdanie C.
Regula ta w odróznieniu od poprzednich ma dwie przeslanki: zdanieA, które
musi miec postac implikacji, oraz zdanieB, które musi byc poprzednikiem tej
implikacji. Wnioskiem okazuje sie nastepnik implikacji.
Wreszcie czas na warunek koncowy: zdanie wynika bezposrednio z jednego lub
dwu zdan tylko wtedy, gdy wynika z nich na mocy przynajmniej jednej z regul
1-3.
Teraz juz wiemy dokladnie, czym jest dowód w rachunku zdan. Ale w tej sytuacji,
jak latwo zauwazyc, sprawdzenie, czy przedstawiony nam przez kogos ciag zdan
jest dowodem, jest sprawa byc moze mozolna, ale calkowicie mechaniczna.
Sprawdzenie zas, czy jest to dowód zadanego zdania, nie przedstawia zadnej
w ogóle trudnosci. Z tej obserwacji wywodza sie metody automatycznego
dowodzenia twierdzen: maszyna wypisuje jeden po drugim coraz dluzsze ciagi
zdan, a nastepnie sprawdza, czy wypisany ciag nie jest przypadkiem poszukiwanym
dowodem. Jesli chcemy miec pewnosc, ze dla kazdego twierdzenia otrzymamy po
pewnym czasie dowód, musimy tak ulozyc program wypisujacy ciagi, aby kazdy
skonczony ciag zdan, a przynajmniej kazdy dowód mógl sie po pewnym czasie
pojawic. Stanowi to oczywiscie pewna dodatkowa trudnosc, ale na szczescie lliezby1
wielka.
Tak wiec, jesli wystartowalismy z twierdzenia, to wszystko w porzadku, po
pewnym, byc moze bardzo dlugim, ale jednak skonczonym, czasie otrzymamy
jego dowód. Cóz jednak, jesli pechowo zaczelismy poszukiwac dowodu zdania,
które twierdzeniem nie jest? W przypadku rachunku zdan zawsze pojawi sie
wtedy negacja tego zdania, i po tym bedziemy mogli poznac, ze sie mylilismy. Dla
niektórych jednak innych teorii mozemy byc zmuszeni do czekania nieskon.czenie
dlugo, pozerani przez niepewnosc:"A nuz nastepny dowód bedzie tym
wlasciwym?". Ta niedoskonalosc metody wynika z jej ogólnosci. Metoda daje sie
bowiem przeniesc na wszystkie teorie matematyczne. M oze byc wówczas znacznie
bardziej skomplikowana. Zwlaszcza wtedy, gdy w teorii wystepuja kwantyfikatory,
wówczas bowiem reguly wnioskowania ulegaja znacznej komplikacji. Zasada
pozostaje jednak stale ta sama: wypisywac "po kolei" ciagi zdan. i sprawdzac, czy
którys nie jest przypadkiem pozadanym dowodem. Dotyczy to równiez teorii
nierozstrzygalnych, i to jest przyczyna omawianej wady.
Z punktu widzenia praktyki programowania istniejacych maszyn liczacych (owych
komputerów) metoda ma jeszcze dalsze wady. Jest mianowicie ba.rdzo
nieefektywna: dla otrzymania stosunkowo prostych dowodów maszyna musialaby
pracowac bardzo dlugo, a. to jak wiadomo jest zwiazane ze znacznymi kosztami.
Zaczeto zatem metode modyfikowac i ulepszac. Ulep:-:.zenia te polegaly na
pomijaniu tych dowodów, o których zgÓIY wiadomo, ze nie prowadza do celu.
Modyfikacje te mialy ten uboczny skutek, iz maszyna musi teraz pamietac mase
informacji, która w czasie pracy wyprodukuje. Istniejace, przynajmniej dotychczas.
maszyny maja pamiec skonczona, lo znaczy moga zapamietac tylko skonczona
liczbe informacji. Co gorsze, pojemnosc ich pamieci, choc obiektywnie czasem
bardzo duza, nie wystarcza do zapamietania wyników czesciowych, potrzebnych
przy poszukiwaniu nawet stosunkowo prostych dowodów. Pamiec maszyny
..,zatyka sie" i maszyna przestaje pracowac lub zaczyna dzialac nieprawidlowo.
W tej i'ytuacji automatyczne dowodzenie twjerdZeTl stosuje sie tylko do zagadnierl.
niezwykle prostych, ale Za to w sytuacjach, gdy ingerencja czlowieka jest
niemozliwa lub niepozadana. Natomiast jesli idzie o samodzielne dowodzenie
interesujacych twierdzetl matematycznych przez maszyny, wymagaloby to albo
istotnej zmiany metody, albo istotnego postepu w budowie maszyn liczacych. Co
do pierwszej ewentualnosci autor moze powiedziec tylko tyle. ze dzis zupelnie
nie widac takich mozliwoscI. Co zas tyczy drugiej, to pOStep elektroniki musialby
chyba byc tak duz,y. ze wymagalby zmiany pogladów na. budowe fizyczna swiata.
Powie ktos, ze to mozliwe. No cóz, nie umiem temu zaprzeczyc ani tez
potwierdzic. i w tej sytuacji nie moge zrobic nic innego, jak tylko skotlczy(·
artykul, pozostawiajac resz.te wyobraz.ni Czytelnika.
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