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Jezioro na pustyni - sen czy jawa?

Slyszales z pewnoscia, jak przykre przygody spotykaja wedrowców na pustyni.
Kiedy spragnieni wypatruja wody i chlodu, ukazuje im sie jezioro.
Uradowani podazaja w jego kierunku, ale, ku ich rozpaczy, okazuje sie,
ze bylo to zludzenie. Skad sie ono bierze? Czy zmeczeni ludzie snia na jawie?
Czy mozna je naukowo wyjasnic? Zjawisko to, zwane mirazem,
jest bardziej pospolite, niz by sie wydawalo.
Czy pamietasz, co mówilismy o torze promieni swietlnych w osrodku, którego gestosc
zmienia sie od punktu do punktu? Tor ten jest zakrzywiony. Promienie
sloneczne, na przyklad, docieraja do naszych oczu bardziej stromo, niz powinny,
gdyby biegly po linii prostej. Dzieje sie tak z tego powodu, ze atmosfera

-ziemska jest tym gestsza, im blizej znajduje sie Ziemi. Tak jest w ogólnosci,
ale w poblizu powierzchni Ziemi moga dziac sie dziwne rzeczy. W gorace,
slodeczne dni powierzchnia Ziemi silnie sie nagrzewa. Tuz nad Ziemia powstaje
wtedy cienka warstwa rozgrzanego powietrza o znacznie mniejszej gestosci niz
warstwy polozone wyzej. Promienie swiatla, biegnace od dalekiego przedmiotu
ukosnie do powierzchni Ziemi, przechodzac przez te warstwe zmieniaja w niej
swój kierunek tak, ze po wyjsciu z niej oddalaja sie od Ziemi i moga trafic
do naszych oczu. Tak wiec blekitne jezioro, które ukazuje sie
podróznym na pustyni, jest po prostu obrazem nieba powstalym na tle goracego
piasku.

ZAGAOKA

Dlaczego latem, przy upalnej pogodzie, widzimy na szosie daleko przed soba
blyszczace kaluze, które znikaja, gdy sie do nich zblizamy?

R UCHO'vlY HORYZONT

Czesto sie zdarza, ze tuz nad Ziemia tworzy sie warstwa powietrza chlodnego,
ciezkiego, a nad nia warstwa powietrza cieplejszego, o mniejszej gestosci. Wtedy
krajobraz, który normalnie jest niewidoczny, poniewaz lezy ponizej linii horyzontu,
staje sie widoczny. Zjawisko pozornego "podniesienia sie horyzontu" obserwujemy
najczesciej przy brzegach mórz. Ciekawy opis tego zjawiska podal badacz
z Obserwatorium Morskiego w Gdyni: ,,[ ... ] czasami osada Hel jest w tak
nienaturalny sposób rozszerzona i podniesiona, ze widac poszczególne domy, chociaz
odleglosc od Gdyni do Helu wynosi 18 km i w warunkach zwyklych osada nie
jest widoczna. Obserwowany byl równiez przypadek, gdy caly Gdansk "wisial
w powietrzu wyraznie oddzielony od lustra morza [... ] Przy zmianach kierunku
wiatru zjawisko szybko zanika". Gdy bedziesz kiedys nad morzem, obserwuj
kazdego pogodnego dnia krajobraz w poblizu linii horyzontu. Na pewno uda ci sie
zobaczyc podobne zjawisko.
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DLACZEGO GWIAZDY MIGOCZA?

Natomiast niezaleznie od tego, gdzie sie znajdujesz, warto zebys wybral sie na
obserwacje nocnego nieba. Spójrz na gwiazdy polozone niezbyt wysoko nad

horyzontem. Nie swieca one w sposób ciagly, lecz migocza. Stale zmienia sie ich

blask i barwa. Przyczyna migotania gwiazd sa szybkie pulsacje
powietrza w dolnych warstwach atmosfery, spowodowane
promieniowaniem ciepla przez powierzchnie Ziemi. Podobne drganie

powietrza, tylko na mniejsza skale, mozesz zobaczyc nad

ogniskiem, nad lokomotywa, kominem albo nawet nad ziemia w upalny, sloneczny
dzien.

ZJA WISKO .,HALO"

Kat najmniejszego odchyleniaD wiaze
sie z katem lamiacym pryzmatu A

i wspólczynnikiem zalamania 11

nastepujacym wzorem:

A+D A

sin 2- = llsin-Z

Gdy kat lamiacy pryzmatu A wynosi
60°, a wspólczynnik zalamania
11 = 1,31, mamy

600+D

sin-Zh = 1.31sin 30"= 1,31'

l
. 2" = 0,655.

Wartosc sinusa 0,655 odpowiada

6Oo+D

katowi 40,9". Stad 2 = 40,9°,

a wiec D = 21,8°.

Gwiazdy migocza w kazda pogodna noc, za to troche trudniej jest zaobserwowac
inne, bardzo ciekawe zjawisko na nocnym niebie. Jest nim wielki

krag swietlny wokól Ksiezyca, tzw. "halo". Nie nalezy go mylic

z malym wiencem okalaJacym Ksiezyc. Halo Jest pierscieniem o promieniu,

który widac pod katem 22°. Jesli nie wiesz, ile to jest, pomoze ci
taka metoda: wyciagnij przed siebie reke i rozlóz szeroko palce.

Jesli kciukiem zaslonisz Ksiezyc, czubkiem malego palca mozesz zatoczyc
okrag o promieniu, który widzisz pod katem okolo 20°.

Halo nie wystepuje przy kazdej pogodzie. Nie zobaczysz go w bardzo pogodna noc,

kiedy niebo jest calkowicie bezchmurne. Podobnie, nie ma co wyruszac na obserwacje
przy pelnym zachmurzeniu. Idealne warunki - to lekko zasnute mgla niebo.

Warunki sprzyjajace utworzeniu sie halo wokól Ksiezyca

zdarzaja sie srednio raz na cztery dni, czyli dosyc czesto.

Nawet wiosna i latem, kiedy na Ziemi jest cieplo, wysoko w górze panuje mróz.

W chmurze znajduje sie bardzo wiele malych krysztalków lodu,
których przekrój ma ksztalt szesciokata foremnego.

Te krysztalki lodu dzialaja jak pryzmat o kacie lamiacym 60°. Odchylaja

promien swietlny o pewien kat, zalezny od ich ustawienia wzgledem
tego promienia. Obliczono, ze kat ten jest nie mniejszy niz2r. Dlatego

tyle wlasnie wynosi kat odpowiadajacy wewnetrznej krawedzi pierscienia.
Mówilismy dotad o halo ksiezycowym, ale podobny krag mozesz zaobserwowac.

wokól Slonca. Musisz byc ostrozny, zeby nie oslepilo cie swiatlo biegnace

bezposrednio od Slonca. Najlepiej stanac w cieniu albo dlonia zaslonic oczy.
Poniewaz halo sloneczne i ksiezycowe powstaje w tych samych warunkach

atmosferycznych, wiec przy odrobinie szczescia mozesz zaobserwowac oba na raz:

jeden pierscien wokól zachodzacego Slonca i drugi - wokól wschodzacego Ksiezyca.
Radze ci zalozyc dziennik obserwacji. Notowalbys w nim date, pogode oraz
fakt zaobserwowania halo slonecznego i ksiezycowego. Jesli jestes fotoamatorem,

spróbuj halo sfotografowac. Pamietaj, ze konieczny jest do tego zólty filtr.
Podziel sie z nami wynikami swoich badan.

9



Jak sobie radzic z ulamkami okresowymi
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Marek wrócil z wakacji bardzo przejety - odkryl sprzecznosc w matematyce.
Zaczelo sie od kupowania biletów na pociag. Na legitymacji szkolnej Marek
przeczytal: "uprawnia do znizki 33%". - Kto to wymyslil, 33%1 - dziwil sie.

Mama wyjasnila mu, ze widocznie chodzi o ~ ' lecz nie udalo sie jej

przekonac syna. - Przeciez 3 . 33% to 99%, a nie 100%. - Marek mial coraz
wiecej watpliwosci. Wreszcie dokonal odkrycia.

- Jesli rozwinac ~ w ulamek dziesietny - opowiadal z przejeciem - otrzymamy

ulamek okresowy 0,333.... Pomnózmy to przez 3: otrzymamy 0,999....

Ale ~ . 3 musi byc równe l, a nie zadne 0,999... - konczyl swoje

opowiadanie. Wyrazna sprzecznosc.
Oczywiscie, Marek nie znalazl w matematyce sprzecznosci i nie udalo sie to
dotychczas nikomu. Tym niemniej odkrycie Marka jest bardzo ciekawe i warto
o nim porozmawiac.
Wszystko wyjasnia sie bardzo prosto: l i 0,999... to tylko dwa rózne sposoby
zapisania tej samej liczby. Spróbuje was o tym przekonac.
Zgodzicie sie chyba, ze 0,999... nie jest wieksza od 1. Ale okazuje sie, ze nie jest
tez liczba mniejsza niz 1. Dlaczego?
Sprawdzmy, czy róznica 1-0,999 jest wieksza od zera (tylko
wówczas l jest wieksze od 0,999 ).
Kazda liczba wieksza od zera jest równoczesnie wieksza od chociazby jednej z liczb:

l l l l
10' 100' 1000' 10000''''

(trzy kropki zastepuja zwrot "i tak dalej" wskazujac, ze wyliczylem
nieskonczenie wiele liczb).

Na przyklad liczba 9 ~~5 jest wieksza od 10 ~ ' liczba'70., ~" '7' A jest wieksza

od __u _lu u..ca liczba 0,000562 jest wieksza od 10 ~ (dlaczego?).

Tymczasem liczbal - 0,999... jest mniejsza od wszystkich liczb:l~, 1~' l ~ '

10 ~ ' ... SP!awdzmy dla przykladu, ze 1- 0,999... jest mniejsze od l ~:

Liczba 1- 0.999 ... jest mniejsza odTJrni .
Sprawdzamy.
0,999... jest liczba wieksza od 0,999 (dlaczego?).
Wobec tego 1- 0,999... jest mniejsze od 1-0,999

l
l - 0,999 = l 000 .

Ostatecznie: l - 0,999... jest mniejsze od l ~ .

Co wynika z tych obliczen?
Liczba, która nie jest ani ujemna, ani dodatnia, moze byc tylko zerem.

1- 0,999... = O.

Zapisujac inaczej: 1= 0,999 ...•
Ciekawy jestem, jak sie wam to podoba?
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Moim zdaniem nie trzeba sie martwic, ze liczba l ma dwa rózne rozwiniecia
dziesietne: 0,999... i 1,000....
Uwazam, ze byloby znacznie gorzej, gdyby nie mozna bylo zapisywac liczb róznymi
sposobami.
Zeby was o tym przekonac, podam kilka przykladów:

Przyklad 1.

Jesli chce liczbe -} dodac do 1~ ' najwygodniej przedstawic ja w postaci 135.

Natomiast, gdy chce ja dodac do 0,73, wygodniej bedzie uzyc zapisu 0,20.
Umiejetnosc zapisywania liczb w rózny sposób przydaje sie do dzialan na ulamkach
okresowych.
Pamietacie zapewne z lekcji szkolnych, ze ulamek okresowy 0,333... umówilismy
sie zapisywac krótko: 0,(3). Nawias w tym zapisie oznacza, ze trójka powtarza sie
nieskonczenie wiele razy. Czy zwróciliscie uwage, ze zamiast 0,(3) mozna napisac
inaczej?
Na przyklad: 0,3(3) albo 0,(33), albo 0,33(33333) itp.
Podobnie, 0,747474... mozna zapisac na wieje sposobów:

0,(74) 0,7(47) 0,(70)+0,(04) 0,7(07)+0,(04).
A oto dalsze przyklady. Ocencie sami, czy nie jest wielka wygoda zapisywanie liczby
w rózny sposób?

Przyklad 2.

Jak dodac 0,(23) i 0,(405)?
0,(23) zapisujemy w postaci 0,(232323),
0,(405) zapisujemy w postaci 0,(405405).
Teraz juz latwo dodac te liczby:
0,(23)+0,(405) = 0,(637728).
(Czy nie przypomina to wam sprowadzania do wspólnego mianownika?).

Przyklad 3.
Jak pomnozyc 0,(83) przez 2?
0,(83) zapisujemy inaczej: 0,8+0,0(38) (sprawdzcie!).
2· 0,(83) = 2· 0,8+2' 0,0(38) = 1,6+0,0(76) = 1,6(76) = 1,(67).

Przyklad 4.
Jak pomnozyc 0,(84) przezn
0,(84) zapisujemy inaczej:
0,8 + 0,0(08) + 0,(04) (sprawdzcie l).
7, 0,(84) = 7, 0,8 + 7' 0,0(08) + 7· 0,(04) =

= 5,6+0,0(56)+0,(28) =
= 5+0,6(56)+0,(28) =
= 5+0,(65)+0,(28) =
= 5,(93).

Kto nie dowierza, niech sprawdzi:

28

0,(84) = 13 28 196 = 5 (93).7'13=3) ,

Na zakonczenie proponuje kilka zadan:
1. Zastanówcie sie, jak dodac 0,(79) do 0,0(48)1
2. Jak mnozyc ulamki okresowe przez 10, 100, 1000, ... 1
3. Spróbujcie obliczyc:

2,(71) . 0,06,
0,(42)' 158

Mala Deltt przygotowali: P. Nowicki iD. Ziemmskll
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