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Redakcja nie twierdzi, ze artyhd ten wystarczy
raz pr7.eczytac. aby wszystko zrozumiec;
twierdzi jednak, ze zrozljmicc go mozna.

W 1829 r. Nikolaj Lobaczewski i (niezaleznie) w 1832 r Janos Bolyai oglosili,
ze skonstruowali system geometryczny rózny od zwyklego, zwanego od tej pory
euklidesowym. W 1903 r. Dawid Hilbert udowodnil, ze mieli ra"je: wykazal, ze
przyjete przez nich zalozenia nie prowadza do sprzecznosci.
Cala sztuka, ze sie tak wyraze, polegala na checi przyswiecajacej obu autorom,
aby "ich" geometria róznila sie od geometrii euklidesowej nieznacznie: chodzilo
tylko o zamiane jednego z aksjomatów - .. tzw. piatego postulatu Euklidesa -- - na
jego zaprzeczenie; reszta aksjomatów pozostac miala nie zmieniona. Zostawiajac
do nastepnej okazji sprawe "dlaczego akurat tak" i ciekawa historie tego problemu.
w tym artykule przedstawie pewne twierdzenia geometrii Bolyai-Lobaczewskiego,
czy inaczej -- geometrii hiperbolicznej (patrz «Delta» 1975, 7), aby dac
wyobrazenie o jej zgodnosci, badz niezgodnosci, z wyksztalcona w nas
wszystkich geometryczna intuicja euklidesowa.
Geometria absolutna.

Piaty postulat Euklidesa orzeka, zedo danej prostej przez dany nie lezacy na niej
punkt mozna poprowadzic co najwyzej Jedna prosta rozlaczna(tj. nie
przecinajaca jej).
Zauwazmy, ze nie musimy korzystac z tego postulatu, aby dowiesc, ze taka
rozlaczna rzeczywiscie istnieje. NiechA bedzie punktem nie lezacym na prostejf.
Konstruujemy kolejno:
prosta k przechodzaca przezA i prostopadla dof,
prosta I' przechodzaca przezA i prostopadla dok.
Nalezy wykazac, zeI i l' nie przecinaja sie. Gdyby sie jednak przecinaly w punkcie
P, to stosujac symetrie wzgledem prostejk mielibysmy

P ~ Sk(P) ESk(l) 11 SI,(l') = II1/'

Proste l i l' mialyby dwa rózne punkty wspólne, a wiec bylobyf = l', co jest
sprzeczne zA a; l i A E l'.
Twierdzenie o istnieniu prostej rozlacznej udowodnione przed chwila jest zatem
twierdzeniem geometrii absolutnej, tak bowiem nazywamy te czesc geometrii,
która mozna zbudowac bez poslugiwania sie piatym postulatem Euklidesa. Ma
ona dwa rozszerzenia -- geometrie Euklidesa, gdzie zakladamy, ze skonstruowana
wyzej prosta jest jedyna rozlaczna i geometrie Bolyai-Lobaczewskiego, gdzie
zakladamy, ze nie jedyna. Do geometrii absolutnej nalezy równiez np. nastepujace
twierdzenie Saccheri-Legendre'a: suma katów w trójkacie jest nie wieksza od dwóch
kalów prostych. Bezposrednim wnioskiem tego twierdzenia jest spostrzezenie, ze jesli
suma katów w trójkacie jest mniejsza od dwóch katów prostych, to przez
wierzcholek tego trójkata przechodza co najmniej dwie proste rozlaczne z prosta
zawierajaca podstawe. Przeprowadzenie dowodu (zob. rysunek) pozostawiam
Czytelnikom, gdyz jest on podobny do wyzej podanego. Zauwazmy jeszcze, ze
wówczas prostych rozlacznych zk przechodzacych przez C jest nieskonczenie wiele
-- sa to wszystkie proste przechodzace przez C i zawarte w kacie wierzcholkowym
o ramionach I i m nie zawierajacym A. Oba te spostrzezenia mozna zaliczyc do
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, gdyz, jak wiemy ze szkoly, wyróznione wyzej
"jesli" nie ma miejsca w geometrii Euklidesa. Geometria absolutna ma wiec dwa

. rózne rozszerzenia:

geometrie Euklidesa, gdzie przez dany punkt przechodzi, tylko jedna rozl.lczna
z dana prosta i gdzie suma katów trójkata jest równa dwu katom prostym;
geometrie Bolyai-l.obaczewskiego, gdzie owych rozlacznych jest nieskonczenie
wiele i gdzie suma katów w trójkacie jest od dwóch katów prostych mniejsza.
Dalej zajmiemy sie tylko ta druga.
Defekt figury.
Defektem trójkata nazywamy róznice liczby1t i sumy rozwartosci jego katów. Jest
to wiec w geometrii Bolyai-l.obaczewskiego funkcja o wartosciach dodatnich.
Funkcja ta, oznaczana litera!J, jest tez w pewnym sensie rosnaca: jezeli jeden
trójkat zawiera drugi to ma wiekszy defekt. l znów dowód zostawiam
Czytelnikom podajac rysunek -- nalezy zliczyc defekty wszystkich narysowanych
trójkatów.
r tutaj niespodzianka: Dwa trójkaty o odpowiednio równych katach sa przysta,iace.
Istotnie, wiemy, ze musza byc podobne, ale gdyby jeden z nich byl wieksz.y, to
w mysl wyzej podanych uwag mialby wiekszy defekt, a wiec mniejsza sume katów,
wbrew zalozeniu. Zatem w geometrii Bolyai-Lobaczewskiegokazde podobienstwo
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Widac stad, ze geometria eliptyczna(p;itn
Delta 1975,7) nie jest rozszerzeniem geometrii
absolutnej. Nie ma\V niej przeciez prostych
rozlacznych.

Proste na rysunku ;Ii ••• ,"f.!:,'\\'C' I ,t},.

tradycyjnie wykonuje ~ie rysunki gl.'ollu:trii
hiperbolicznej. Zwyczaj ten mapeWlle
uzasadnienie graficzne, które byc moi:e stanie
sic; widoczne przy nastepnych rysunkach. Nie
moze on jednak miec zadnego znaczenia
dajacego sie wyrazicw jezyku matema,tyki.
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jest izometria. Pojecie defektu rozszerzamy na dowolne figury przez umowe: jest to
kres górny sumy defektów zawartych w tej figurze rozlac70Wh trójkatów.
Funkcja Lobaczewskiego.
Zajmiemy sie teraz prostymi równoleglymi. Jak latwo73t!\\'<lZYC musimy je
najpierw zdefiniowac, gdyz znana definicja euklidesowa nie da sie tu zastosowac.
Proste l i m przechodzace przez punktA nazwiemy równoleglymi do prostej k
wtedy i tylko wtedy. gdy one nie przecinajak i VI' jednym z utworzonych przez nie
katów wierzcholkowvch kazda prosta przechodzaca przezA przecina k, a w drugim
zadna. Proste rozlacme. a nie równolegle. nazywamynadrównoleglymi (na
rysunku k i II).
Niech proste k i I beda równolegle. Mozna wykazac. ze przedstawiony obok

trójkat prostokatny nieskonczony l ma defekt równy 'f --II.. Zauwazmy tez, ze

wobec faktu, iz defekt jest funkcja rosnaca,CI. jest malejaca funkcja dlugosci
odcinka x. Nazywamy ja funkcja Lobaczewskiego i oznaczamy literaII, a jej
wartosc dla danego odcinka --- katem równoleglosci. Wprowadza sie jeszcze
pojecie uzupelnienia liczby dodatniejx: jest to taka liczbax*, ze

fl(x)+I1{x*) = .;
Twierdzenie Liebmanna.
Jak latwo spostrzec w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego nie ma prostokatów. Ich
role przejmuja czworokaty Lamberta o trzech katach prostych. Postawmy
pytanie: jakie warunki musza spelniac liczbyx I • ;'(2 • X.l, A4, x:", aby istnial
wyznaczany przez nie jak na rysunku czworokat Lamberta (oznaczymy go dalej
przez CL(XIX2X~X4X~».

Nie mamy równiez znanego twierdzenia Pitagorasa. Zapytajmy: jakie warunki
musza spelniac liczbyXI' x2, X3, x4, xs, aby istnial opisany przez nie jak na
rysunku trójkat prostokatny (oznaczmy go dalej przez tptx1 X2 X3 X4X,)).
Bardzo ciekawym twierdzeniem geometrii Bolyai-Lobaczcwsk.iego j~st wiazace
ze soba te dwa pytania twierdzenie Liebmanna. Mówi0110, ze t'stnieje
tp(xJI (x2)x311(x4)x5) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cL(x1x;X3ll(X,)X4)'
Gdyby komus to twierdzenie wydawalo sie dziwne lub nieprzydatne - polecam
sprawdzenie podanej obok konstrukcji (cyrklem i linijka!) prostej równoleglej
w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego; konstruowane obiek.ty sa ponumerowane
wg kolejnosci w jakiej nalezy je kreslic (nawiasem mówiac konstrukcja ta daje
równolegla iw geometrii euklidesowej). Twierdzenie Liebmanna orzeka, ze prostal
jest równolegla dok.
Zagradzajaca.
Dla dowolnego kata istnieje prosta równolegla do obu jego ramion. Nazywa sie
ja zagradzajaca· Aby podac jej konstrukcje musimy najpierw nauczyc sie
konstruowac wspólna prostopadla dla prostych nad równoleglych (równolegle
nie moga miec wspólnej prostopadlej - prawda ?). Robi sie to tak jak na rysunku
podanym obok. Wyjasnic nalezy chyba tylko poczatek: punkty l i l' obieramy
dowolnie, z nich konstruujemy 2 i 2', oraz 3i 3'. Jezeli 13== 1'3' to szukana
prosta jest prosta laczaca srodki l l' i 33', jezeli zas tak nie jest, to postepujemy
jak na rysunku. Bardzo polecam dowiedzenie, ze prosta 14 jest istotnie prostopadla
zarówno dok jak i do l. Obiecana konstrukcje zagradzajacej przedstawia kolejny
rysunek. Klamerki na nim symbolizowac maja równoleglosc. Zagradzajaca 7
uzyskalismy jako wspólna prostopadla nad równoleglych 5i 6 (1). Znów okazja
do wykazania poprawnosci konstrukcji.
Ogromnie wazna wlasnoscia geometrii Bolyai-Lobaczewskiego jest to, ze wyróznia
ona niektóre odcinki (tak jak w geometrii euklidesowej wyrózniony jest np. kat
prosty sposród innych katów). Pozwala to na okreslenie w tej geometrii dlugosci
bez odwolywania sie do jakichkolwiek. umownych jednostek (jak nasz metr).
Jezeli przyjmiemy np. ze odleglosc wierzcholka kata prostego od jego rzutu na
zagradzajaca tego kata jest równa l, to pole dowolnego trójkata bedzie równe
jego defektowi.
Watpiacym, czy nie da sie i w geometrii euklidesowej wprowadzic geometrycznie
zdefiniowanej jednostki dlugosci, polecamy nie ustawac w staraniach nad jej
znalezieniem, dla pozostalych zas
Zadanie. Na rysunku podane sa trzy proste równolegle parami. Ograniczaja one
pewna figure s.
- Wykazac, ze pole kazdej takiej figury jest takie samo,
- obliczyc to pole przy wyzej podanej jednostce dlugosci,
- czy kazde dwie takie figury sa przystajace?
- jak mozna skonstruowac taka figure?
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