
Dwie indukcje

Kol. Z. Ogielski w chwili nadesIania artykulu
byl uczniem II kI. LO im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.

Wiadomo, te wszystkich funkcji okreslonych
na zbiorze ,,-elementowym o wartosciach
w zbiorze k-elementowym jestk". Omawiane
tu twierdzenie jest niemal natychmiastowa
konsekwencja tego faktu, jesli rozwazy si~
funkcj~ przyporzadkowujaca kazdemu
elementowi zbioru Z Iicz~ zbiorówAk, do
których element ten nalezy.
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Zbigniew OGI ELSKI

Na zawodach okregowych Olimpiady Matematycznej w r. 1974 bylo nastepujace
zadanie:

"Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. Znalezc liczbe takich par zbiorów
(A, B), zeA c B i B c Z."
Rozwiazanie tego zadania sprowadzalo sie do dowodu, ze liczba takich par
wynosi 3".
Nawiazujac do powyzszego tematu dokonalem uogólnienia jego rozwiazania.
udowadniajac nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie

Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. Wtedy liczba k-elementowych ciagów
zbiorów Al. A2•...• At takich. zeAl c A2 C A3 C ... C At c Z wynosi (k+l)".
Dowód

Sposób I
Twierdzenia dowodzimy przez indukcje wzgledemk przy ustalonym n. Prawdziwosc
twierdzenia dlak = 1 zapewnia twierdzenie, ze liczba podzbiorów zbioru
n-elementowego wynosi 2"= (1 + 1)". Sprawdzenie twierdzenia dlak = 2 bylo
tematem podanego na wstepie zadania. Twierdzenie jest wiec prawdziwe dla
k = 1 i k = 2. Zalózmy zatem. ze twierdzenie zachodzi dla pewnegok przy
dowolnym n.
Chcemy dowiesc. ze zachodzi ono wtedy dlak+ 1. czyli chcemy dowiesc. ze gdy Z
jest zbiorem n-elementowym, to liczba ciagów zbiorówA l • A2 ••••• At. AI:+l
takich, ze Al c A2c ... CAt+1 c Z wynosi (k+2t.
Istotnie bowiem. gdy zbiór At+! jest i-elementowy. to liczba takich zbiorów AI:+I

wynosi (~).
Dla pewnego zbioru At+! i-elementowego liczba ciagów zbiorówAl. A2• A3•... ,At
takich, ze Al c A2 C A3 C ... C At c At+l wynosi z zalozenia (k+ l)i.
Zatem liczba wszystkich ciagów zbiorówAl' A2, ......• At. AI:+I takich. ze
Al c A2 C A3 C ... C At C At+l i zbiór At+l jest i-elementowy wynosi

(~). (k+l)l.
Poniewaz zbiór At+1 moze byc O. 1.2 •...• n-elementowy. wiec liczba wszystkich'

ciagów Al' A2• A3•...• A", A"+l takich, ze Al c A2 C ... c A" C AI:+I c Z wynosi:
" "

L(~)(k+l)l = ) ~(~)(k+l)i'l"-i = «k+ 1)+ 1)" = (k+2)".
;=0 ;=0

Sprawdzilismy prawdziwosc twierdzenia dlak = 1 i k = 2. Nastepnie wykazalismy,
ze z prawdziwosci twierdzenia dlak wynika jego prawdziwosc dlak + 1. Zatem
na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej. o

Sposób n
Twierdzenie to udowodnimy przez indukcje wzgledemn przy ustalonym k.
Niech Z = 0 czyli Z jest zbiorem O-elementowym. Wtedy jedynym ciagiem
spelniajacym warunki zadania jest ciagAl' Az, A3, , At. gdzie Ai = 0
dla i = 1, 2, ...• k, czyli liczba ciagów wynosi 1= (k + 1)0.
Zalózmy teraz,
ze twierdzenie zachodzi dla pewnegon. Chcemy dowiesc, ze zachodzi ono wtedy
dla n+ l.
Niech Z = {al' a2, a3•... , a", a,,+d.
Podzielmy zbiór ciagów zbiorów Al' A2, ... ,At takich, ze Al c A2 c: ... c A" c
c Z na k + 1 klas rozlacznych.
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Do i-tej klasy dlai = l, 2, ... ,k zaliczymy te ciagi, które zawieraja elementOn + l
w zbiorze A" a nie zawieraja go w zbiorzeAj_l. Z okreslenia ciaguA l , A 2, .•. , A"
wynika, te jeteli

a,,+ l e Aj, to a,,+ l e Al+ l , Al+ 2, ... , At poniewaz
Al c: Al+I c: Al+2 c: ... c: At oraz jezeli an+1 ti Al-l, to

a"+1 ti AI-2' AI-3' •••, Aj, poniewat
Al-I ~ AI-2 ~ AI-3 ••• ~ Al'

Do (k + l)-szej klasy zaliczymy te ciagiA l , A2, •••, At, które nie zawieraja elementu
a,,+ l w tadnym ze zbiorówAl dla i = l, 2, ... ,k. Klasy te sa rozlaczne i daja
w sumie zbiór wszystkich ciagówA l , A 2, ~•. ,Ak'
W klasie (k+ l)-szej jest tyle ciagów, ile jest ciagówAl, A2' ... , Ak dla zbioru
Z = {al' 02, ... , an}, czyli z zalozenia (k+1)".
W klasie i-tej dla i = 1,2, ... ,k jest tez tyle ciagów, ile mozna otrzymac ze zbioru
Z = {al' 02' , an} czyli z zalotenia (k+ lt, poniewaz kazdy ciag i-tej klasy
dla i = 1,2, , k mozemy otrzymac z pewnego ciaguAl, A2' ... , Ak utworzonego
dla zbioru Z = {al' O2, ... , On} pO dodaniu do katdego zbioruAl, Al+1> ... , Ak
elementu0,,+ l •Zatem wszystkich ciagów jest

(k+l)' (k+l)" = (k+l)n+1.

Twierdzenie jest wiec prawdziwe dlan+ l. Na podstawie zasady indukcji
matematycznej wnioskujemy, te jest ono prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej.

Tyle od Autora. Nasuwa sie kilka refleksji. Sformulowane twierdzenie dotyczylo
par (k, n) liczb naturalnych. Pokazano nam, te mozna dowodzic go zarówno
przez indukcje tylko wzgledemk, jak i tylko wzgledemn. Dlaczego tak jest?
Moglo by sie zdawac, te skoro najpierw jest indukcja wzgledemk, to potem
jeszcze powinno sie cos zrobiczn - np. tez zastosowac indukcje. Czy moze
w zwiazku z tym poprawnosc przedstawionych dowodów daje sie podwazyc?
Dlaczego nie? Jesli dowody sa poprawne, to czy zawsze tak byc musi, ze
w twierdzeniach o parach liczb naturalnych mozna stosowac indukcje ze wzgledu
na katda ze zmiennych?
Kiedy? Czekamy na uwagi i refleksje. (Red.)

Znane twierdzenie Pitagorasa
Wsród licznych twierdzen matematyki sa nieliczne takie, o których kazdy slyszal.
Na przyklad twierdzenie Pitagorasa. W szóstym wieku przed nasza era
w panstwie - zakonie zalozonym przez Greka Pitagorasa w poludniowej Italii
zostalo uzyskane troche empirycznie, troche mistycznie twierdzenie, które, tak jak
wszystkie inne, podpisano imieniem Mistrza. Brzmialo ono ... Otóz wcale nie tak
jak myslicie. Brzmialo ono: wysokosc dzieli trójkat prostokatny na dwa do niego
podobne (czyli o proporcjonalnych bokach, jak to dzis mozna powiedziec).
Mijaly lata. Przeminela tyrania Pizystrata, zaczely sie i skonczyly wojny perskie,
wielkie Ateny Peryklesa ustapily miejsca Sparcie i gdy Grecja szykowala sie do
ostatecznej rozprawy z Macedonia, w polowie IV w. p.n.e. inny Grek-
Eudoksos wynalazl proporcje i przetlumaczyl twierdzenie Pitagorasa na znana nam
formulke a2+b2 = c2, której jednak nie zapisal, bo nie umial w ogóle nic
formalnie zapisac. Formulka tego typu zostala podana dopiero w wieku XV, gdy
scholastyczne uniwersytety Wloch i Francji stworzyly zapis algebraiczny.
Kolejne wcielenie twierdzenia Pitagorasa, znów geometryczne, otrzymalismy od
Racjonalizmu, epoki Kartezjusza, Newtona, Leibniza, Bernoullich. Orzeka ono,
ze jesli na bokach trójkata prostokatnego zbudujemy (jakiekolwiek) figury podobne,
to suma pól dwóch mniejszych bedzie równa polu trzeciej z nich. Tak tez uczono
tego twierdzenia przez dwa stulecia. Nasza Komisja Edukacji Narodowej w tej
tez postaci zalecila go n~uczac.
CzasyNiebieskiego mundurkai Syzyfowych praczerwaly z dowolnoscia, na jaka
zezwalalo powyzsze sformulowanie i zastapily "jakakolwiek" figure kwadratem -
mialo to byc niezmiernie dydaktyczne, przeciet o kwadracie sie "mówi"
odczytujac formulke

Prawda?
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