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Samotna fala
"Obserwowalem ruch lodzi ciagnionej szybko przez pare koni wzdluz waskiego kanalu, a gdy nagle

lódz sie zatrzymala, woda w kanale wprawiona przez nia w ruch tego nie uczynila, zgromadzila
sie dookola dziobu statku w stanie gwaltownego wzburzenia, potem nagle pozostawila dziób w tyle

posuwajac sie z duza predkoscia do przodu przybierajac ksztalt duzego, samotnego wzniesienia,
zaokraglonego wzgórza wody o dobrze okreslonej formie, które utrzymywalo swój ruch bez
widocznej zmiany ksztaltu lub zmniejszenia predkosci. Towarzyszylem mu konnoi dogonilem stale
poruszajace sie z predkoscia osiem lub dziewiec mil na godzinei ciagle zachowujace swój
pierwotny ksztalt okolo trzydziestu stóp dlugii stope do póltorej wysoki. Jego wysokosc stopniowo

malala, a po sciganiu go na przestrzeni jednej lub dwóch mil "zgubilem je w zakrecie kanalu. Tak
wiec w miesiacu sierpniu1834 roku mialem pierwsza okazje spotkania sie z tym pieknym
i osobliwym zjawiskiem."

J. Scott Russell- Sprawozdania Królewskiego Towarzystwa w Edynburgu str.319--320,1844r.

Doc. dr Antoni KUSZELL

jawiska nieliniowe W fizyce
Wiekszosc zjawisk fizycznych opisywana jest przez równania liniowe. Wlasnosci takich równan
sa najlepiej zbadane. Opracowano bardzo rozbudowany aparat matematyczny sluzacy do ich
analizy. Na wynikach odpowiednich teorii oparte sa nasze intuicje, pomocne przy rozwiazywaniu
problemów. Nawet w wypadkach, gdy wyjsciowe równania maja strukture nieliniowa, to zwykla
procedura polega na szukaniu rozwiazan w postaci malych odchylen od pewnego stanu
równowagi, opisywanych przez równania liniowe. Tak wiec przenosimy nasze intuicje liniowe
na problemy nieliniowe. Okazuje sie jednak, ze jest to niebezpieczne i w wielu przypadkach
rozwój ukladu nieliniowego moze byc krancowo rózny od zachowania odpowiedniego ukladu
zlinearyzowanego.
Nalezy przesledzic zasadnicze róznice pomiedzy ukladem liniowym a nieliniowym. Podstawowymi
wlasnosciami ukladów liniowych sa: twierdzenie o jednoznacznosci oraz zasada superpozycji.
Twierdzenie o jednoznacznosci orzeka, ze dane równanie uzupelnione odpowiednimi warunkami
brzegowymi (poczatkowymi) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Twierdzenie to jest tez sluszne
dla pewnych równan nieliniowych (patrz H. Kolakowski «Delta» 6/1975). Zasada superpozycji
jest wlasnoscia silniej zwiazana z liniowoscia ukladu. Rozumiemy ja nastepujaco: jezeliFI i F2

oznaczaja dwa rozwiazania naszego problemu (oczywiscie odpowiadajace innym warunkom
bJzegowym), to kazda kombinacja liniowa postaciaF1 +bF2 (a, b dowolne stale) jest takze
rozwiazaniem naszego równania (lub ukladu równan). Dobrym przykladem ilustrujacym te
zasade jest zjawisko interferencji fal. Wyobrazmy sobie powierzchnie stawu z dwiema trzcinami
rosnacymi odpowiednio w punktachA i B. Przyjmijmy, ze wiatr porusza tylko trzcine rosnaca
w A. Na powierzchni rozchodzic sie beda koncentryczne kregi o srodku wA. Odleglosci miedzy
kregami (dlugosc fali) zaleza od czestosci drgan naszej trzciny. Podobny obraz otrzymamy, gdy
drgac bedzie tylko druga trzcina. Dla prostoty przypomnijmy, ze obie trzciny maja te sama
czestosc drgan. Obraz, który otrzymamy, gdy obie trzciny beda drgaly jednoczesnie, jest wynikiem
nalozenia sie obu drgan na siebie (zasada superpozycji) i jest zupelnie rózny od obrazu fal
kolistych. Otrzymamy odpowiednio wzmocnienia i oslabienia fal (interferencja) wzdluz linii
daleko od trzcin przechodzacych w proste.
Jak juz wspominalismy, w przypadku ogólnym równania nieliniowe nie maja powyzszych
wlasnosci i dlatego analiza tych równan jest duzo trudniejsza. Pomimo wszystko pewne klasy
takich równan zostaly rozwiazane i przedyskutowane. Mozna nawet mówic o tym, ze ostatnio
równania nieliniowe staly sie modne. Ten fakt usprawiedliwiaja pewne bardzo ciekawe wlasnosci
ich rozwiazan. Chcemy tutaj omówic pewne wybrane równania nieliniowe. które maja ciekawe
wlasnosci, a poza tym opisuja pewne zjawiska fizyczne. Zaczniemy od przykladu najlepiej
zbadanego równania. Równanie to nazywane równaniem Kortewega-de Vriesa (w skrócie KdV)
opisuje rozchodzenie sie fal na wodzie w plytkim kanale. Mozna je zapisac w postaci:

a a ~

- V(x, t)+ V(x, t) - V(x, t) + -3 V(x, t) = o,at ax ax

gdzie t oznacza czas,x zas polozenie. V(x, t) jest wychyleniem powierzchni cieczy od poziomu
równowagi. Przy dyskusji naszego równania ograniczymy sie do klasy rozwiazan, które znikaja
wraz ze wszystkimi pochodnymi gdyx -+ ± 00, dla dowolnego t. Takie rozwiazania nazywac
bedziemy lokalizowalnymi. W tej klasie rozwiazan mozna udowodnic jednoznacznosc rozwiazania
problemu poczatkowego. Oznacza to, ze istnieje tylko jedno rozwiazanie, które dlat = O jest
równe danemu warunkowi poczatkowemu.
Na poczatek rozpatrzymy pewna szczególna podklase rozwiazan, która opisuje fale o ustalonym
ksztalcie przemieszczajaca sie ze stala predkoscia c.
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(4)

!im F(y) =
X -+ -00

=!im d2F(y) = O
x_ -00 dyl

Inaczej mówiac szukamy rozwiazan, o ile takie istnieja, w postaci

(Z) V(x, t) = F(x-et).

Podstawiajac ta zaleznosc do równania KdV otrzymujemy

o o 03
-e-F(x-et)+F(x-et)-F(x-et)+ --F(x-et) = O.

ox ox ox3

Oznaczajac y = x-et i korzystajac z twierdzenia o rózniczkowaniu funkcji zlozonej, równanie
to przepiszemy w postaci:

d d d3
-e-F(y)+F(y)-F(y)+-3 F(y) = O.dy dy dy

Zauwazmy teraz, ze równanie nasze mozna tez napisac w postaci:

d [ 1 d2]
- -eF(y)+-F2(y)+-F(y) = O.
dy Z dy2

Teraz scalkujemy obie strony tego równania wzgledemy w granicach od - 00 do z:
1 d2

(5) -eF(z)+ - F2(z)+ --2 F(z) = O.Z dz

W ten sposób sprowadzilismy równanie rzedu trzeciego do równania rzedu drugiego. Teraz
d

mnozac stronami przez - F(z) i znów calkujac w granicach od -00 do y dostajemy
, dz

(6)
1 [ d ]2

-eF2(y)+-F3(y)+ -F(y) = O.
3 dy

Równanie to jest juz rzedu pierwszego i przez bezposrednie calkowanie mozna je rozwiazac.
Wygodniej jest.jednak dokonac nastepnego podstawienia

(7)

skad otrzymujemy

(8)

F(y) = G-2(y),

'd d
-F(y) = -ZG-3(y)-G(y).
dy dy

(9)

(lO)

(IZ)

Podstawiajac do równania (6) otrzymujemy:

1 [ d ]2
-cG-4(y)+ - G-6(y)+4G-6(y) - G(y) = O.

3 dy

lub w prostszej postaci

_ eG2(y)+ ~ +4 [_d_G_(y_)]2 = O.3 dy

Równanie (10) przepiszemy teraz w postaci wygodnej do dalszych przeksztalcen.

1 dG(y) re
(11) -----=--------- -- --- = -Z-'

..•/ G2(y)- _1_ dyJI 3e

Skorzystajmy ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej do funkcji cosinus hiperboliczny

~ Arcosh (-=-) = -dx ot YX2-ot2

i przepiszmy równanie (11) w postaci

d ./- ye(13) -Arcosh(r 3eG(y»)=-.
dy Z

Calkujac (juz po raz ostatni) wzgledem zmiennejy w granicach odO do z otrzymujemy f

ostatecznie wynik

(14) ./_ ./_ yeArcosh(r 3c G(z»)-Arcosh(r 3eG(O») = -z.
Z

Dla pelnego okreslenia funkcjiG(z)potrzebna jest znajomosc jej wartosci w punkciez = o.
W tym celu nalezy zalozyc cos o wartosci funkcjiF(z). Poniewaz wiemy, ze funkcjaF(z) znika,
gdy z -+ ± 00, wiec, jesli nie znika tozsamosciowo, to musi dla jakiegosZo przyjmowac

k t P'" . O dF(z) I O .. (6) 'd'
e s remum. rZYJmumy WIeCZo = . Wtedy --- =, a z rownama znaj Ujemy

dz %=0

(15) F(O) = 3e.

Mozemy teraz obliczyc wielkoscG(O) =./ .r 3e
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(16)

Poniewaz Arcosh (1)= O, wzór (14) przybiera postac

./- yeArcosh(y 3eG(z)} = - z,2

(18)

(17)

obi iczone z równania
- KdV lub w formie równowaznej (korzystajac z definicji funkcji odwrotnej)

Y3c G(z) = COSh( ~ez).

Tak wiec po dlugich rachunkach znalezlismy ostateczna postac funkcjiF(y):

3e 3e
F(y) = _ = -- _ = V(X, t).

cosh2 (~e y) cosh2[~e (x- et)]

Oddzialywanie solitonów oblh':lonc
z równania KdV.

Powstawanie soli tonów na wodzie.

Porównanie rozwiazania równania KdV
z doswiadczeniem.

drogo

Krzywe doswiadczalne opisujace zderzenie

solitonów w plazmie. Zjawisko to opisywane
jest równanit;m niceo innym nit równanie KdV.

V(x, t) = 72
3+4cosh(2x-8t)+cosh(4x- 64t)

{3cosh(x-28t)+cosh(3x- 36t)}2

Przez podstawienie mozemy sprawdzic, ze wyrazenie (19) spelnia równanie (l). Wykreslajac te
funkcje dla róznych chwilt latwo sie przekonac, ze przedstawia rzeczywiscie opisana uprzednio
ewolucje dwu solitonów.

Zastanówmy sie teraz nad wlasnoscia superpozycji w przypadku równania KdV. Latwo zauwazyc,
ze jezeli dwa rozwiazania równania KdV maja rozdzielne nosniki (nosnik oznacza zbiór punktów,
w których funkcja nie znika) to suma rozwiazan jest rozwiazaniem (po prostu wtedy iloczyn dwu
róznych rozwiazan jest równy zeru). Tak wiec ograniczona zasada superpozycji jest spelniona.
Oczywiscie w obszarze oddzialywania (gdy nosniki poszczególnych rozwiazan maja czesc wspólna)
rozwiazanie nie jest superpozycja solitonów. Tak sie sklada, ze solitony praktycznie maja
ograniczone nosniki i dlatego mozna bylo mówic o wielosolitonowych rozwiazaniach.
Omówilismy tutaj kilka wlasnosci rozwiazan równania KdV, które wynikaja z jego nieliniowego
charakteru. Sa to: postac solitonowa rozwiazan (niezmiennosc ksztaltu), lokalizowalnosc oraz
niezniszczalnosc solitonów podczas oddzialywania. W teorii liniowej skonstruowanie obiektów
o powyzszych wlasnosciach byloby niemozliwe. Chcialbym tu dodac, ze znanych jest jeszcze kilka
równan, których rozwiazania maja podobny charakter.
Oczywiscie omówione powyzej cechy równan nieliniowych nie sa jedynymi mozliwymi.
W kolejnym artykule postaram sie opisac bardzo ciekawe wlasnosci innych równan tego typu.

(19)

Rozwiazanie to ma szereg ciekawych wlasnosci. Jego ksztalt przypomina samotne wzniesienie,
które w calosci porusza sie z lewa na prawo z predkoscia e. Ze wzgledu na swój ksztalt oraz fakt,
ze nie zmienia sie on w czasie ruchu, rozwiazanie to nosi nazwe solitonu. Nazwa ta pochodzi
od angielskiego terminu "solitary wave", co oznacza samotna fale. Najbardziej frapuje fizyków
fakt, ze pomimo zjawiska dyspersji (patrz dyskusja na marginesie) soliton nie rozplywa sie
i wykazuje wlasnosci trwalego obiektu fizycznego, zeby nie powiedziec trwalej czastki. Jest rzecza
ciekawa, ze soliton zostal zaobserwowany w naturze po raz pierwszy w roku 1834,
a dopiero w roku 1895 opisano go teoretycznie. Bardzo ciekawa wlasnoscia naszego soli tonu
jest zlokalizowanie w poblizu maksimum. Na odleglosciach od maksimum wiekszych

od kilku XO = 2/ye (nalezy tu wyjasnic, ze od poczatku pracujemy w bezwymiarowym
ukladzie jednostek) amplituda solitonu praktycznie zanika. Mozna wiec uznac, ze soliton
nie znika jedynie na ograniczonym odcinku. Ostatnia ciekawa wlasnoscia solitonujest
zaleznoSC amplitudy od predkosci: im wyzszy soliton tym szybciej sie porusza. Ostatnio, na
poczatku lat szescdziesiatych, wzroslo zainteresowanie równaniem KdV w zwiazku z róznymi
od hydrodynamiki zastosowaniami (fizyka plazmy oraz teoria fal anharmonicznych
w krysztalach). Zaobserwowano (z poczatku przy pomocy rachunków na maszynach cyfrowych,
a nastepnie rozwiazan analitycznych), ze jesli w chwili poczatkowej dwa solitony byly daleko od
siebie tak, ze jeden z nich znajdowal sie w miejscu, gdzie amplituda drugiego byla praktycznie

równa zeru (tylko w takim wypadku mOZna mówic o oddzielnych solitonach), to ewolucja
rozwiazania miala nastepujacy przebieg: Soliton szybszy (który powinien znajdowac sie na
poczatku po lewej stronie) dogania soliton wolniejszy, nastepnie oba solitony mieszaja sie
zatracajac oczywiscie w tym momencie swoja charakterystyczna forme. Po pewnym czasie
w ukladzie mozna zobaczyc takie same solitony jak w poczatkowym stadium ewolucji, jedynie
z ta tylko róznica, ze soliton szybszy jest teraz po prawej stronie i ucieka do solitonu wolniejszego.
Podobne zjawisko zaobserwowano doswiadczalnie przy oddzialywaniu fal w plazmie. Na rysunku
na marginesie pokazano wyniki tych pomiarów. Wynik ten mozna interpretowac podwójnie:
Albo soliton szybszy przechodzi bez oddzialywania przez drugi soliton, albo solitony zachowuja
sie jak twarde kule o tej samej masie. Przy jednowymiarowym ruchu dwu doskonale

sprezystych kul podczas zderzenia kula szybsza przekazuje swój ped kuli wolniejszej i po prostu
zamieniaja sie one predkosciami (bez przenikania). Jak juz wspomnialem, znana jest analityczna
postac takiego dwu-solitonowego rozwiazania (nawet postac n-solitonowego). Oczywiscie

rozwiazanie otrzymuje sie w sposób duzo bardziej skomplikowany niz w przypadku rozwiazania
jednosolitonowego. Podamy tutaj postac rozwiazania opisujacego dwa solitony o predkosciach
odpowiednio równych 16 i 4.
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W teorii liniowej zaburzenie o dowolnym
ksztalcie moze byc traktowane jako
superpozycja fal o róznych czestosciach
(paczka falowa). W wiekszosci osrodków
(osrodki dyspersyjne) fale o róznych
czestosciach rozchodza sie z rózna predkosci"
(zjawisko dyspersji predkosci). Tak wiec
podczas ruchu paczki falowej rózne skladowe
maja odmienne predkosci i zaburzenie zmienia
swój ksztalt (rozplywanie sie paczki falowej).
Zachowanie rozwiazania równania KdV jest
diametralnie rózne, choc powierzchnia wody
jest osrodkiem dyspersyjnym.
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