
Najwiekszy wspólny dzielnik jako pewna kombinacja liniowa
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W chwili pisania artykulu Autor byl uczniem
II klasy XIV LO w Warszawie

Relacja R jest relacja równowaznosci, jesli jest
zwrolna (kazdy element jest w tej relacji
z samym soba), symetryczna (jesli xRy, to
równiezyRx) oraz przechodnia(jesli xRy
i yRz, to xRz). Równosc, dawanie tej samej
reszty przy dzieleniu przez nr - sa przykladami
relacji równowaznosci.

Pierscieniem przemiennym z jednoscia nazywa

sie trójka (A, $,O>, gdzie A - zbiór, $
iO - dwa dzialania w tym zbiorze, i przy
tym spelnione sa nastepujace warunki:
- €f) jest dzialaniem lacznym iprzemiennym;
- istnieje taki elementO E A, ze dla kazdego
x EA: x$O = x,
- kazdy elementx E A ma element
przeciwny -x tzn. taki, zex$(-x) = O;
oraz

- O jest laczne i przemienne;
- istnieje elementl E A taki, ze dla kazdego
xEA:xOl = x; i ponadto
- Dzialanie O jest rozdzielne wzgledem
dzialania $.
Przykladami pierscieni przemiennych
z jednoscia sa liczby rzeczywiste, liczby
zespolone ze z"wyklymidzialaniami
i przyklad podany przez Autora.

Przy oznaczeniach klas abstrakcji opuscilismy
symbole relacji. Nic powinno to prowadzic do
nieporozumien.

Niezmierzone otchlanie teorii liczb wciaz przyciagaja setki badaczy, chcacych zaznac
przyjemnosci poruszania sie po gruncie dziedziny, która Gauss nazwal Królowa Matematyki.
Spogladajac na jedno pojecie teorii liczb, widzimy jednoczesnie caly ogrom naszych mozliwosci
budowania nowych problemów, czy nawet teorii. Moze uda nam sie pokazac fragmencik
nieklamanego piekna tej dziedziny, tkwiacy w jednym skromniutkim problemie, nad którym
chcielibysmy sie tu zastanowic.
Spróbujemy udowodnic twierdzenie, które intuicyjnie nie jest zupelnie oczywiste, ale jego
prawdziwosc mozna pokazac, siegajac do zagadnien pozornie z nim nie zwiazanych. Przed
podaniem owego twierdzenia ustalimy oznaczenia oraz wspomnimy o klasach abstrakcji, za
pomoca których dokonamy dowodu. Jezeli dane sa dwie liczby calkowitea i b, to ich najwiekszy
wspólny dzielnik oznaczamy symbolem

(a, b).
Symbol ten ma sens tylko wtedy, gdya%+b% > O.

Jezeli dana jest relacja równowaznosci" -" okreslona w zbiorzeX, to klasa abstrakcji tej relacji
wyznaczona przezx e X nazywamy zbiór [x] zdefiniowany nastepujaco:

[x] = {yeX: y - x}.

Zbiór wszystkich klas abstrakcji danej relacji równowaznosci okreslonej w zbiorzeX oznaczamy
XI- (zbiór ten nazywamy przestrzenia ilorazowa).
W zbiorze Z wszystkich liczb calkowitych mozemy (przy zalozeniu, zem # O) wprowadzic
relacje - m W nastepujacy sposób:

- m = {<x,y>:mJ(x-y)}.

Jest to relacja równowaznosci (dlaczego?), wiec dzieli zbiórZ na klasy. Sa to tzw. klasy
modu1o m.Latwo zauwazyc, ze jezeli wprowadzimy dzialania na klasach:

[x]Ef) [y] = [y +x], [x] o [y] = [y. x],

wówczas system<Zj - m,Ef), o>jest pierscieniem przemiennym z jednoscia. Podkreslamy dodatkowo,
ze zerem naszego pierscienia jest[O], a jednoscia [1].
Mozemy teraz przystapic do omówienia zapowiedzianego twierdzenia.
Oto jego tresc:

[(a,b) = nJ-[nlaAnlbA \/(ka+lb = n)].kJEZ

Dowód: Dla przejrzystosci prowadzonych rozumowan czesc "w prawo" (~) naszego
twierdzenia rozwazymy kolejno dla n= 1 i n # 1.
lOn = 1. Zajmiemy sie najpierw przypadkiem, gdy jedna z liczba, b jest zerem. Wówczas
automatycznie druga jest jednoscia i wystarczy przyjack = l = 1.
Obecnie zalózmy, zea # O i b # O. Wprowadzmy relacje -b i wezmy pod uwage zbiór:
(.) U= {[ta], t = I,2 ...,b}.
Pokazemy, ze

(U) U = ZI-b'
Przede wszystkim zauwazmy, ze zbiórU jest b - elementowy - tak jak zbiórZI- b. Wystarczy
teraz pokazac, ze kazde dwie klasy ze zbioruU sa rózne. Zalózmy przeciwnie, ze dla pewnych
i orazj, i # j, zachodzi

[ia] = Ua].

Otrzymujemy:'
riale Ua] = [O],

zatem

[a] o ([i]eU]) = [O].

A wiec b[a· (i-j).
Z zalozenia (a,b) = 1 wynika, ze

b1(i-j).
Zatem i rózni sie odj o wielokrotnosc b, co przeczy definicji (.) zbioru U. SprzecznoSC ta
przekonuje nas, te kazde dwa elementy zbioruU sa rózne, czyli zeU jest zbiorem wszystkich

klas modulo b.,Jest to dla nas nieslychanie wazne, bo jesli zachodzi(U), to dla kazdej liczby
c~lkowitej z znajdziemy taka klase[ak], by

[ak] = [z].

Polózmy z = 1. Mozemy tak dobrac liczbek, by
[ak] = [1],Czy cien jest ciekawy?

Nagrody w konkursie otrzymuja:
Leonard Kasprzak z Ostrowa
Wielkopolskiego
Boguslaw Wasilewski z Suwalk.

czyli, by bl(ak-I).
Zatem istnieje taka liczba-l,ze

stad
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ak-l = -Ib,
ak+bl = 1.



Niech dla pewnychk i l zachodzi:
ka+lb = n.

Podzielmy te równosc stronami przezn+p:

2° Zalózmy teraz, ze(a, b) = n, gdzie n jest dowolna liczba naturalna. Jasne jest, ze istnieja
takie liczby et. i p, ze

a = et.nA b = pnA (et.,P)= 1.
Na mocy poprzednio udowodnionego faktu mamy dla pewnychk i I:

ket.+lP = l.
Mnozac te równosc stronami przezn otrzymujemy

ka+lb = n.

Przystapimy teraz do drugiej czesci naszego dowodu.
oC=. Zalózmy, zen nie jest najwiekszym wspólnym dzielnikiem liczba i b. tzn. ze jest mniejsze od
(a, b) (wieksze byc nie moze, poniewaz wtedy nie bylby spelniony waruneknla i nlb). Mamy wiec:

(a,b) = n+p, p> O.

n
ket.+IP

n+p

gdzie et.i P oznaczaja ilorazy liczba i b przez ich najwiekszy wspólny dzielnik.
Lewa strona otrzymanej równosci jest calkowita, natomiast prawa' nigdy nie jest calkowita,
poniewaz n > O.

Otrzymana sprzecznosc konczy dowód naszego twierdzenia. Wiadomo, ze warunekV (ka+lb =
k.l

= n) mozna wypowiedziec inaczej:"n jest kombinacja liniowa liczba i b". Zatem naszemu
twierdzeniu nadamy taka "powazniejsza" postac: '

[(a +b) = n] <:> [nla /\ nlb /\ n jest kombinacja liniowa liczba i b].

Liczymy, zcw wielu problemach, gdzie wystepowac bedzie najwiekszy wspólny dzielnik liczb
calkowitych, przytoczone tu twierdzenie niejednokrotnie bedzie pomocne.

Rozwiazanie zadania M89.
Rozrózniamy dwa przypadki: a)n jest
liczba nieparzysta. b)n jest liczba parzysta.
a) Niechn = 2k+ I. Wówczas przy
pierwszej komendzie uczen z numerem k + t

pozostaje na miejscu, a uczen z numerem}
(j = l. 2•...• k) zamienia sie miejscem
z uczniem o numerze 2k+ 2 - j. Otrzymujemy
wtedy szereg, w którym uczniowie stoja
wedlug malejacych numerów.
Na druga komende uczen o numerze 2k+ I
pozostaje na miejscu, uczen zas o numerze;
(i = 1,2, .." k) zamienia sie: miejscem
z uczniem o numerze 2k + 1 - i.

Uczniowie sa teraz ustawieni zgodnie z trescia
zadania.

b) Niechn = 2k. Przy pierwszej komendzie
uczniowie z numerami 1 i k + 1 pozostaja
na miejscu, a uczen z numerem j(j = 2, 3, ...J k)
zamienia sie z uczniem o numerze2k + 2-j.
Na druga komende uczen o numerze
1(;= 1.2 •...• k) zamienia sie miejscem
Z uczniem o numerze 2k + 1- i.
Teraz uczniowie sa tez ustawieni zgodnie
z trescia zadania.

~ Rozwiazanie zadania F30, ,~prowadzamy prostokatny uklad wspólrzednych. jak pokazano na rysunku obok. Na pret. w danej chwili czasu.
dzialaja nastepujace sily (patrz rysunek):
- sila ciezkosci, M' I, przylozona w srodku masy preta,
- sila reakcji podlogi.N. skierowana wzdluz osiy. przylozona do dolnego konca preta.
- sila reakcji sciany, T, skierowana wzdluz osi x, przylozona do górnego konca preta.
Wartosci N i T zmieniaja sie w czasie.
Ruch preta. jako ciala sztywnego. mozemy rozpatrywac jako ruch zlotony z ruchu obrotowego wokól osi
prostopadlej do plaszczyznyxy i przechodzacej przez srodek masy preta oraz ruchu postepowego srodka masy preta.
Równania ruchu do momentu oderwania sie preta od sciany sa postaci:

ruch obrotowy:
N·L T· L dw

-- cosa.- -- sina. =1--
2 2 dl

(I)

ruch postepowy:

Idzie:

T= M'a"
M'g-N=M'ay,

l - jest momentem bezwladnosci preta liczonym wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy.1= ~ M' L',
w - predkoscia katowa w ruchu obrotowym wzgledem tej osi. I
a", ay - skladowymi wektora przyspieszenia w ruchu postepowym.
Warunkiem przylegania górnego konca preta do sciany jest wystepowanie sily reakcjiT. czyli przyspieszeniea" powinno
byc dodatnie. W momencie oderwania sie konca preta wartosca~ równa sie O. Natomiast skladowa przyspieszenia a"
zgodnie z warunkami zadania iz przyjeta konwencja wspólrzednych, powinna zawsze miec wartoSC ujemna.
Poniewaz silyT i N nie wykonuja pracy, z zasady zachowania energii otrzymujemy nastepujacy zwiazek:

M' V' l' w' ( L) L(2) -'-2- + 2- == M'g -2' -y = M·g-2'(I-sin<x.).

Z faktu slizgania sie konców preta po podlodze i po scianie wynikaja zwiazki miedzy skladowymi predkosci preta
w ruchu postepowym, a predkoscia katowaw. Ruch danego konca preta rozpatrujemy jako wynik nalozenia sie ruchu
postepowego srodka masy i ruchu obrotowego. Poniewaz dolny koniec porusza sie tylko wzdluz osix. a górny koniec
tylko wzdluz osiy otrzymujemy:

Widac, ze górny koniec preta oderwie sie od sciany. gdysinlX = ~3
Po oderwaniu sie od sciany ruch pretaw kierunku poziomym bedzie ruchem jednostajnym z predkoscia

VXo = _.~;L_= .~Jlg-~T. Natomiast równanie opisujace ruch srodka masyw kierunku pionowym ma skomplikowana

postac matematyczna.

y

T

x

(3)

Stad wynika zaleznosc:V' =

a nastepnie zaleznosc:

Stad:

w'L w'L
- V, = -2- COSlX, v~= -2- sina.

w'L' W k . d h ... (2) .. k-4-o y orzystu)ac zasa etzac awama energu otrzymujemy zWlaze :
w" L
----,.--= l-sincx,

3g

V" = "!_~L (1- 3W;~-) .

~~ ·L
a" = dV" = __d_I (3sin<x-2).dl" 2
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