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Zbiór otwarty - taki, do którego kazdy punkt

nalezy wraz z pewnym swym otoczeniem (kula
o srodku w tym punkcie).

Zbiór otwarty w przestrzeni trójwymiarowej

jest spójny, jesli kazde dwa jego punkty

mozna polaczyc lamana zawarta w tym

zbiorze. (Zbiór spójny odgrywa role kromki

chleba; maslo i szynka moga byc niespójne.)
Jesli A jest zbiorem otwartym ograniczonym,

to mozna mu przyporzadkowac miare I'(A),
która jest uogólnieniem objetosci. Mozna

sobie wyobrazac, ze zbiory C,M, S sa na tyle

"porzadne", ze maja objetosci przez p(C).
I'(M), I'(S) rozumiec objetosc;.

Tw. Darboux: Jesli funkcja ciagla na przedziale

< -a, b> przyjmuje wartosci m i M (m< M), to

przyjmuje wszystkie wartosci zawarte pomiedzy

m iM, w szczególnosci przyjmuje wartosc

+ (M+m). (Funkcja h jest ciagla na <-R, R>
i przyjmuje zarówno wartosc zero, jak
i wartosc 1'( Cj).

W poprzednim artykule ("Delta" nr11/1975) zapowiedzielismy "gastronomiczne"
wnioski z Twierdzenia o Antypodach. Obiecalismy mianowicie udowodnic
"Twierdzenie o Kanapkach":Kanapke z maslem i szynka motna przekroic jednym
cieciem plaskiego noza polowiac i chleb i maslo i szynke.
Nie mozemy, niestety, prowadzic scislego dowodu na podstawie tak
niematematycznych sformulowan. Trzeba wiec nasze twierdzenie napisac bardziej
"naukowo". Bedzie ono brzmialo tak:
Niech C,M i S beda zbiorami otwartymi zawartymi w pewnej kuli o srodku
w poczatku ukladu wspólrzednych i promieniuR. Niech ponadto jeden z nich
(np. C) bedzie spójny. Przy tych zalozeniach istnieje plaszczyznap dzielaca
przestrzen na dwie pólprzestrzeniep+ i P- takie, ze:
J.t(CnP+) = J.t(CnP-), J.t(MnP+) = J.t(MnP-) oraz J.t(SnP+) = J.t(SnP-), co
wlasnie oznacza, ze plaszczyznap polowi C, M i S.
A oto idea dowodu: Niechv bedzie wektorem o dlugosci 1. Mozemy go
utozsamiac z punktem ze sfery jednostkowej (dlaczego?). Oznaczmy przezPo

plaszczyzne prostopadla dov i polowiaca zbiór C (jej istnienie i jednoznacznosc
trzeba bedzie oczywiScie udowodnic). NiechP: bedzie pólprzestrzenia
wyznaczona przezPo rozciagajaca sie w kierunku wektorav. W drugim kroku
dowodu pokazemy, ze miary przeciec zbiorówM i S z pólprzestrzeniaP:
(bedziemy je oznaczac odpowiedniom(v) i s(v» sa ciaglymi funkcjami wektorav.
Gdy teraz przypomnimy sobie jeden z wariantów Twierdzenia o Antypodach,
okaze sie, ze istnieje wektorVo taki, zem( vo) = m( - vo) oraz s(vo) .= s( - vo).
Jezeli teraz zauwazymy, zePo = P-o, a ponadtopt = P:o, to okaze sie, zePoo jest
poszukiwana plaszczyzna.

Zanim przystapimy do realizacji tego programu dzialania, przypomnijmy kilka
prostych faktów z geometrii analitycznej. Jak wiadomo, równanie plaszczyznyp

prostopadlej do wektorav = (VI ,V2,V3) ma postacVI Xl +V2X2 +V3X3 = y,
przy czym jesliv jest wektorem jednostkowym, toy jest odleglosciap od poczatku
ukladu wspólrzednychO (brana ze znakiem" -" gdyOE pn. Pólprzestrzenie
P: i P; sa wyznaczane odpowiednio przez nierównosciVI Xl +V2X2 +V3X3 > y
oraz VIXI +V2X2+V3X3 < y.
Przypomnijmy ponadto potrzebne nam w dowodzie fakty z teorii miary:
1. Kazdy zbiór otwarty i ograniczony ma miare.
2. Miara sumy zbiorów jest mniejsza lub równa sumie ich miar, przy czym
jesli zbiory te sa rozlaczne, to zachodzi równosc. Wynika stad
3. JezeliA C B, to J.t(A) ~ J.t(B).

\1ozemy teraz zaczac realizacje kolejnych kroków naszego programu dzialania.
Pierwszym krokiem bedzie dowód
Lematu.
Niech C bedzie zbiorem otwartym i spójnym zawartym w kuli K o srodku
w poczatku ukladu wspólrzednych i promieniu R. Przy tych zaloteniach dla katdego
wektora jednostkowego v istnieje dokladnie jedna plaszczyzna p prostopadla do v
ipolowiaca zbiór C.
Dla dowodu rozpatrzmy funkcjeh(y) okreslona na odbinku<-R, R)
i przypisujaca zmiennejy miare przeciecia zbioru C z pólprzestrzeniaP: polozona
.,powyzej" plaszczyzny o równaniuVI Xl +V2X2 +V3X3 = y. PólprzestrzeniePi.
i P;:'Rwygladaja tak jak na rysunku i jak latwo zauwazych( - R) = J.t(C),
natomiast h(R) = O. Jezeli terazYI < h, to h(Yt) ~ h(Y2)' poniewaz
CnP/; ) CnP,~. Równoczesnieh(YI) - h(Y2) jest miara czesci zbioru C zawartej
miedzy plaszczyznamiPYt i PY2' Zbiór ten jest zawarty w walcu o promieniuR
i wysokosciY2- Yl' Wobec tegoh(YI)-h(Y2) ~ nR2(Y2 - Yl), skad juz latwo
wynika ciaglosc funkcjih. Jezeli teraz przypomnimy sobietwierdzenie Darboux,

to latwo zauwazymy, ze dla pewnej wartosciYo funkcja h przybiera wartosc1-l~C)

i wobec tego plaszczyznaPYo polowi C. Jezeli terazy :F Yo np. y > Yo, to
z zalozenia otwartosci i spójnosci zbioru C wynika, ~e miedzy plaszczyznami
py i PYo lezy podzbiór C otwarty i niepusty, wiec o mierze niezerowej, wobec
czegoh(y) :F h(yo). Wynika stad, zeYo jest jedyna wartoscia spelniajaca warunki
lematu.
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Pl - odcina co najmniej tyle, co PV1' .zas

p, - co najwyzej tyle, coPVI •

Niech terazVt i V2 beda dwoma róznymi wektorami jednostkowymi i niech
PVI i PVl beda plaszczyznami odpowiadajacymi im na mocy lematu. KuleK(O, R),
w której leza zbiory C,M i Szrzutujemy na plaszczyzne wyznaczona przez
wektory Vt i V2 (obrazami plaszczyznPVt i PVl beda proste).
Z rysunku latwo wywnioskowac (i nietrudno dokladnie udowodnic), ze kolo
bedace przekrojem plaszczyznyPVl z kula K lezy miedzy plaszczyznamiPl i P2

równoleglymi doPvI' a których odleglosc jest nie wieksza niz2R sin 1:: (v l ,v2).

Wynika stad, ze zbioryMr.Pv~ i Mr.Pv~ róznia sie o podzbiory warstwy kuliK
pomiedzy plaszczyznamiPl ip2 i wobec tego miaryMr.Pv~ i Mr.P:;' róznia
sie co najwyzej o miare tej warstwy, mniejsza od2nR3 sin1:: (vl, v2) (dlaczego?).
Jezeli teraz wektoryVl i V2 sa bliskie, to sin1:: (vl, v2) jest maly i maly jest
równiez modul róznicym(vl) i m(v2), a wiec funkcjam jest ciagla. Analogiczne
rozwazania przekonuja nas o ciaglosci funkcjis. W poprzednim artykule
udowodnilismy, ze dla dwóch dowolnych funkcji ciaglych o wartosciach

, rzeczywistychiI iJ;, okreslonych na sferze dwuwymiarowej istnieje punktx taki,
zeiI(x) =fl(-X) orazJ;,(x) =J;,(-x). Zastosujmy to twierdzenie do funkcjim
i s. Okaze sie, ze dla pewnego wektorav mamy m(v) = m( -v) i s(v) = s( -v).
Ale wektory v i - v róznia sie tylko zwrotem i wobec tego plaszczyznaPv jest
prostopadla do -v i poniewaz na mocy lematu istnieje dokladnie jedna
plaszczyzna polowiaca C i prostopadla do danego wektora, wiecP-v = PV' Te~az
jest juz jasne, zeP::'v= P; i p.(Mr.P;) = m(v) = m(-v) = p.(MnPt), a wiec
plaszczyznaPv polowi zbiór M. Analogicznie sprawdzimy, ie polowi ona równiezS.
Mozna kroic!! '
Na zakonczenie dwa pytania pod adresem Czytelników:
Czy istnieje podobne twierdzenie "plaskie", tzn. mówiaceo podzbiorach
plaszczyzny? (Zob. Dwudziesta Czwarta Olimpiada Matematyczna WSiP 1974,
str. 42.)
Czy mozna zastapic miary zbiorów jakimis innymi ich funkcjami? (np. srednicami?)

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 88. Dany jest trójkat ostrokatnyABC. Na zewnatrz niego konstruujemy takie dwa trójkaty.
ABKi CAL, ze <j:: BKA = <j:: ALC = 90°, <j::ABK = <j:: CAL = qJ< 90°. Niech K' i L' beda
rzutami prostokatnymi punktówK i L odpowiednio na bokiAB i AC, M Zas takim punktem
odcinka BC, ze CM = MBtg1qJ. Udowodnic, ze trójkaty ML'L, KK'M i KAL sa podobne
w stosunku sinqJ:cosqJ: 1. (Jerzy Mitek)
Rozwiazanie na str. 2

M 89. W szeregu ustawionon uczniów (n ;;;.2) ponumerowanych kolejno liczbami od l don.

Na dana komende uczen-moze zamienic sie miejscem z innym uczniem lub pozostac na miejscu.
Czy jest mozliwe, by po dwóch komendach uczniowie ustawili sie w szeregu tak, by pierwszy
uczen mial numern, a nastepnie kolejne numery od l don-l?
Rozwiazanie na str. 11

M 90. Ciag Sm okreslony jest dlam ;;;.4 wzorami
S4 = l,
Sm+l= sm+l· (m-2)+2' (m-3)+ ... +(m-3)· 2+ (m-2)' 1.

Udowodnic, zeSm = ( : ).
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 30. Jednorodny pret o dlugosciL stoi pionowo na gladkiej podlodze przy scianie o gladkiej
powierzchni (patrz rysunek). Dolny koniec preta zostal delikatnie popchniety i zaczal swobodnie
odsuwac sie po plaszczyznie prostopadlej do sciany.
Pod jakim katem pret bedzie nachylony do podlogi w momencie, w którym górny koniec preta
oderwie sie od sciany?
Rozwiazanie na str. 11
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