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o zagadkach wzlotu balonu wierszy kilka000

Dr hab. Lukasz A. TURSKI

Kilka lat temu "Physics Today" ?:amiescilo artykul pt. "Zmeczyly cie bieguny
Reggego, strefy Brillouina itp. - spróbuj tego". Tym "czyms" byla teoria
i praktyka roweru nie nadajacego sie zupelnie do jazdy. W niniejszym artykule
chcialbym zajac sie nie tyle fizyka "nieujezdzalnego" roweru, ile, chyba równie
pasjonujacym zagadnieniem teoretycznego "baloniarstwa", a mianowicie tym,
jakie jest przyspieszenie, z którym startuja balony. Oczywiscie wiemy, ze ruchem
balonów, tak jak i ich zwycieskich konkurentów - aeroplanów, rzadza prawa
mechaniki osrodków ciaglych (MOC) i ze ta dyscyplina wiedzy to archaizm
zupelnie nic nie majacy wspólnego ze wspólczesna fizyka. Ten, niestety, dosc
powszechny wsród fizyków poglad jest calkowicie mylny i, jak zobaczymy, nasze
zagadnienie balonowe doprowadzi nas do pojecia szeroko stosowanego we
wspólczesnej fizyce np. w teorii ciala stalego, a mianowicie - pojecia masy
efektywnej. Tyle, ze w MOC-y pojecie to znane bylo od poczatków ubieglego
stulecia.

Hydrodynamika i aerodynamika, dwa podstawowe dzialy MOC-y, sa bardzo
trudnymi dzialami ludzkiej ciekawosci i, co tu ukrywac, do dzis borykaja sie
z wielu fundamentalnymi klopotami. Ot, chociazby tym, ze pomimo zastosowania
Bóg wie jakich metod matematycznych do dzis nie udalo sie udowodnic ogólnego
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan równania Naviera-Stokesa-
podstawowego równania opisujacego dynamike cieczy lepkiej. Ba, cóz mówic
o równaniu Naviera-Stokesa, jezeli do dzis nie wiadomo, co bylo przyczyna krew
w zylach mrozacej historii szyb okiennych w superwiezowcu kompanii
ubezpieczeniowej Johna Hancocka. (Podobna historia, acz na mniejsza skale,
wydarzyla sie oknom Klubu MPiK w domu towarowym Junior w Warszawie
i, byc moze, co starsi Czytelnicy "Delty" widzieli "to to" na wlasne oczy). Otóz,
kiedy ten superwiezowiec, (IV str. okl.), ulokowany w centrum Bostonu, zostal szczelnie
zamkniety i ruszyla jego super-klimatyzacja, to nagle, pod wplywem wiejacych
znad oceanu wiatrów cudowne, zielono-niebieskie przeciwsloneczne szyby okienne
zaczely wyskakiwac z ram i z cichym swistem spadac w dól na miasto (szyby byly
porzadnie "okitowane"). Dobry Bóg Towarzystw Ubezpieczeniowych czuwal
i, o ile wiem, nikt nie zostal zgilotynowany przez te fruwajace kawaly szkla.
Puste oczodoly okien zabijano dykta az do momentu, gdy do akcji wkroczyla ...
straz pozarna - bo przecie tyle dykty stanowi istotne zagrozenie pozarowe.
W tunelu aerodynamicznym, nalezacym do slawnej bostonskiej uczelni MIT
(Massachusetts Institute of Technology) zbudowano nielichym nakladem kosztów,
acz ku uciesze spragnionych kontraktów badawczych uczonych, model budynku
i calej otaczajacej go dzielnicy. Nikt nie wie, ile pieniedzy wydano na symulacje
numeryczne (na maszynach cyfrowych MIT) przeplywów aerodynamicznych
powietrza wokól wiezowca itp, az w koncu zaufano majstrom i zamontowano
znacznie grubsze szyby. Dlaczego teraz nie wypadaja?
Ba, kto to wie? MOC kryje w sobie wiele ciekawych i zaskakujacych historii,
jak wlasnie ta o balonach.

Zacznijmy od dwu zadan. Zadanie pierwsze podstawowe:

Wyobrazmy sobie balon kulisty, którego calkowita masa równa jest 1/10 masy
wypartego powietrza. Pytanie: jakie jest przyspieszenie tegoz balonu w momencie
startu?

Drugie zadanie (bardziej "naukowa'" wersja pierwszego):
Wyobrazmy sobie wielkie akwarium wypelnione woda, wewnatrz akwarium
umieszczamy kule wykonana z niewazkiego materialu i pomijamy zupelnie
wystepowanie sil ciezkosci. Calemu akwarium nadajemy przyspieszeniea wzgledem
laboratoryjnego ukladu odniesienia. Pytanie: ile wynosi przyspieszenie kuli
wzgledem laboratorium? (Doswiadczenie tego typu - jak powyzsze zadanie -
zostalo przeprowadzone przez wybitnego matematyka Birkhoffa i Caywooda;
badano w nim ruch niewielkich pecherzyków powietrza w wodzie).

Czytelników zachecam do próby rozwiazania tych zadan bez czytania dalszej
czesci artykulu i do nadeslania rozwiazan do redakcji. Sposród autorów
najoryginalniejszych rozwiazan rozlosujemy kilka nagród w postaci swiezej wody
do akwarium.
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Jak przystapilibysmy do rozwiazania pierwszego zadania? Oczywiscie, najpierw
trzeba obliczyc sile dzialajaca na balon: wynosi ona, zgodnie z prawem
Archimedesa, Fw= 9Mbg, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Co dalej? Trzeba
wstawic sile Fw do równania ruchu, a to, zgodnie z prawem Newtona, powinno
miec postac: Mb' a = Fw, gdzie Mb jest masa balonu. Korzystajac z warunków
zadania otrzymujemy: a = 9g. Poniewaz wiemy, ze piloci balonów nie przyjmuja
przed startem pozycji horyzontalnej ani tez nie nosza specjalnych
przeciwprzeciazeniowych strojów jak kosmonauci, to cos jest niedobrze z naszym
rozwiazaniem. Nim powiem co - cofnijmy sie wstecz w czasie, do konca
XVIII wieku. Uczeni w owym czasie pasjonowali sie dokladnym wyznaczaniem
wartosci przyspieszenia ziemskiegog. Praktycznym zagadnieniem bedacym
partnerem tego "problemu poznawczego'~ bylo dokladne wyznaczanie okresu
drgan wahadel uzywanych w precyzyjnych chronometrach. W 1776 roku Du Buat
przeprowadzil pomia.ry okresu drgan wahadla zbudowanego z "niewazkiej" nici
zakonczonej sferycznym ciezarkiem zrobionym z materialu o gestoscie i pelnej
masie M = 4/3 nR3g, gdzie R jest promieniem ciezarka. Du Buat stwierdzil
istotne odchylenia okresów drgan od przewidywanych teoretycznie; zauwazyl

-przy tym, ze jest w stanie dopasowac swoje wyniki do teorii, jezeli zalozy,
ze ciezarek wahadla ma mase nieco wieksza nizM, co wiecej, ten dodatek
do masy zdawal sie zalezec od tego czy wahadlo poruszalo sie w powietrzu,
czy w innym gazie. Pominmy fakt, ze w opisie ruchu wahadla nalezy uwzglednic
tarcie zawieszenia, wage nici itp. i zajmijmy sie teoria doswiadczenia Du Buat'a.
Jak wiemy, równanie ruchu wahadla ma postac:

M/e = Mgsine,

gdzie ejest katem wychylenia wahadla, /- dlugoscia, aM - masa,
a dwie kropki oznaczaja druga pochodna wzgledem czasu.
Dla malych katów e okres drgan wahadla dany jest znanym wzoremT2 = 4n2/lg.
Poniewaz ruch wahadla odbywa sie w powietrzu, nalezy uwzglednic sile wyporu
dzialajaca na ciezarek wahadla. Prowadzi to do zmiany równania ruchu
polegajacej na pomnozeniu prawej strony przez wspólczynnik (l -e' le), gdzie
e' jest gestoscia powietrza. W 1832 roku Baily przeprowadzil pomiar wplywu tej
poprawki na okres drgan wahadla i stwierdzil, ze teoretyczna róznica okresów
(rzedu 5 minut na dzien) nie wystarcza do uzyskania dobrej zgodnosci
z doswiadczeniem. W tej sytuacji na arene wkroczyli teoretycy i w 1833 roku
Green (tenze Green od twierdzen calkowych Greena, Ostrogradzkiego, Gaussa,
Stokesa i innych) wykazal, ze w równaniu ruchu wahadla nalezy wprowadzic
jeszcze jedna poprawke polegajaca na zastapieniu masy wahadlaM po lewej•
stronie równania ruchu przez ma&eM, która nazwal masa wirtualna·

Uwzglednienieytej zmian! prowadzi do wydluZenia okresu drgan wahadla

M-M
w stosunku l: 1+ __ .

Teoria Greena dawala wzór na mase wirtualna w postaci:
•

M=M+ke'V,

gdzie V jest objetoscia ciezarka, ak pewna liczba, zalezna od
ksztaltu ciezarka. Porównywanie okresów drgan wahadla z przewidywaniami
teoretycznymi sprowadza sie wiec do porównywania doswiadczalnej wartosci
wspólczynnika k z teoretycznymi. Z doswiadczen Du Buata dla sferycznego
ciezarka uzyskano wynik:k = 0,45 -;-0,67. Nie jest to wynik zgodny
z przewidywaniem teoretycznym: k = 1/2. Prosze pamietac, ze w czasach,
o których mowa, dokladnosc doswiadczen mechanicznych byla niewiele mniejsza
niz dzisiaj. Analiza wyników doswiadczen, o których mówimy, nasunela Stokes'owi
pomysl, ze cos jeszcze jest pominiete przy analizie wplywu osrodka na ruch
wahadla. Wlasnie w ten sposób odkryl on swoje prawo wiazace lepkosc
z dodatkowa sila dzialajaca na cialo poruszajace sie w plynie. Zauwazamy, zejut
w poczatkach XIX wieku fizycy byli gotowi "psychicznie" do posluzenia sie,
w opisie ruchu czastki w osrodku, trickiem polegajacym na tym, ze czesc wplywu
osrodka na ruch czastki zastepuje sie przez wprowadzenie "fikcyjnej" czastki
poruszajacej sie pod wplywem takiej samej sily, ale majacej inna mase.
W dzisiejszej fizyce taka zmieniona mase nazywamy masa efektywna i pojecie
to powszechnie stosujemy np. w fizyce ciala stalego, gdzie badajac ruch elektronu
w krysztale pólprzewodnikowym, zastepuje sie mase elektronum przez mase
efektywna ~, która dla wielu materialów moze byc mniejsza niz masa elektronu
w prózni.
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Jak wyjasnic te koniecznosc zastapienia masy ciezarka wahadla, masy balonu itp.
przez mase efektywna? Kazdy z Czytelników na pewno trzymal kiedys w reku
wioslo. Otóz latwo sobie przypomniec, ze na to, aby wykonac pelne pociagniecie
wioslem bez zanurzania pióra w wodzie, trzeba do rekojesci wiosla przylozyc
mniejsza sile niz wtedy, gdy wioslo zanurzamy w wodzie. Wyobrazmy sobie
sytuacje, ze nie wiemy czy wioslo zostalo zanurzone w wodzie, czynie; wiemy
tylko, ze musimy wykonac pociagniecie wioslem z okreslona predkoscia. Otóz-
raz ,iopórn wiosla na nadanie mu tej samej predkosci bedzie wiekszy (wioslo
w wodzie) niz za drugim razem (wioslo w powietrzu).
W pierwszym przypadku wioslo jest "ciezsze" tj. wioslo o odpowiednio wiekszej
masie, poruszajace sie w powietrzu stawiac bedzie nam taki sam "opór" jak
"prawdziwe"', poruszajace sie w wodzie. Powyzszy przyklad zawiera podstawowa
idee fizyczna, lezaca u podstaw zrozumienia pojecia masy efektywnej. Powstaje
pytanie, jak obliczyc te "dodatkowa" mase potrzebna w naszym "suchym" opisie
"mokrego" wioslowania? Dla wiosla problem ten jest niebywale skomplikowany.
Oprócz dosc wstretnego ksztaltu wiosla, wykluczajacego jakiekolwiek rachunki
analityczne, przy opisie ruchu wiosla trzeba uwzgledniac efekty zwiazane
z powierzchnia cieczy itp. Dla ruchu obiektów sferycznych (balon) w mocno
wyidealizowanym modelu osrodka, jakim jest nielepka, niescisliwa ciecz (ciecz,
w której gestosc plynu w danym punkcie przestrzeni pozostaje stala podczas
ruchu plynu), wszystkie rachunki mozna przeprowadzic do konca w elementarny
sposób. Musimy pamietac, ze jest to bardzo uproszczony opis, ale calkiem
sensowny wlasnie dla opisu ruchu balonów w poczatkowej fazie lotu, a takze
i dla innych, fizycznie ciekawszych zjawisk np. ruchu dodatnio naladowanych
jonów w nadcieklym helu.

Przystapmy wreszcie do wykonania tych rachunków. Na rysunku mamy
przedstawiony szkic sytuacji. Sferyczny balon - kula o promieniuR porusza sie
z predkosciav w plynie o gestoscie'. Wygodnie jest poslugiwac sie ukladem
wspólrzednych biegunowych:r, B, q;. Przy czym, w zwiazku z zalozeniem
o nielepkosci plynu, mozemy latwo przekonac sie, ze skladowa predkosci plynu
utp jest równa zeru (nie ma mechanizmu oddzialywania obracajacej sie kuli
z nielepka ciecza). Pozostale dwie skladowe pola predkosci:Ur i Uo latwo jest
znalezc, pamietajac, ze musza one na powierzchni kuli spelniac warunek
brzegowy równosci skladowych normalnych plynu i kuli. Otrzymujemy wiec
nastepujace wyrazenia na te skladowe:Ur = R3vcosB/r3, Uo = R3vsinB/2r3•

Znajac predkosc plynuu mozemy obliczyc jego energie kinetyczna. W tym celu
nalezy zauwazyc, ze energia kinetyczna elementu objetosci plynu L1V równa jest

-} e'u2• Chcac obliczycTp - pelna energie plynu, nalezy zsumowac wklady
pochodzace od poszczególnych elementów objetosci plynu. Mamy wtedy

Calkowanie potrójne w powyzszym wzorze musimy wykonac po calej objetosci
wypelnionej plynem, tj. przy naszym zalozeniu nieskonczonego osrodka, po calej
przestrzeni z wyjatkiem sferycznej "dziury" o promieniuR, zajetej przez nasz balon.
Calkowanie powyzsze jest elementarne i przebiega, jak nastepuje:

Jak widzimy, energie kinetyczna cieczy mozemy zapisac w postaci energii
kinetycznej, jaka mialaby czastka poruszajaca sie w prózni z ta sama predkoscia,
co nasz balon, ale majaca mase równa 1/2 masy wypartego przez balon plynu .
.Pelna energia kinetyczna ukladu balon plus plyn równa jestT = Tp + Tb =

-} (Mb +MI) V2 i tym samym równa jest energii kinetycznej czastki o masie
M = masa balonu plus polowa masy wypartej przez balon cieczy. Jest to bardzo
ciekawy i elegancki wynik, który stal sie podstawa do rozumowania Greena
dotyczacego ruchu wahadla:
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Rozwiazanie zadania M 109. Przez punkly
daneao zbioru poprowadzimy proste równoJea
o danym kierunku oraz proste do nich

prostopadle. Odlealosc skrajnych prostych
równoleglych nic przekracza I. a wiec caly
zbiór zawarty jest w prostokacie o bokach
dluaosci nie wiekszej od I; stad wynika, ze jest
zawarty w kwadracie o boku dlugosci I

Obliczenie energii kinetycznej plynu, wywolanej ruchem niesferycznych obiektów,
jest o kilka "rzedów wielkosci" bardziej skomplikowane. Przede wszystkim nalezy
znalezc pole predkosci plynuu, spelniajace odpowiednie warunki brzegowe,
no i oczywiscie, obliczenie calki potrójnej we wzorze naT przestaje byc igraszka.
Mozna jednak wykazac nastepujace, wazne twierdzenie. Jak wiemy, kazda bryla
sztywna opisana jest przez szesc stopni swobody (trzy zwiazane sa z ruchem
postepowym, a trzy z obrotami). Oznaczamy odpowiadajace tym stopniom
swobody wspólrzedne jako:q l' ... , q6' Odpowiednie predkosci oznaczymy jako:
q1, ... , il 6' Twierdzenie, o którym mowa, orzeka, ze energia kinetyczna plynu
Tp jest forma kwadratowa predkosciqj, a wspólczynniki tej formy zaleza wylacznie
od qi' Mozemy wiec napisac:

6

T "Mob"p = L... 1 qoQb'
a, b= I

Mozna równiez podac skomplikowane wyrazenia
na obliczanie wspólczynnikówM~b. W ogólnym
przypadku pelna energia kinetyczna ukladu plyn i kula jest wiec forma
kwadratowa predkosci, a co za tym idzie, nie mozna przypisac naszej fikcyjnej
czastce jednej masy skalarnej, ale cala tablice mas (wspólczynnikiM1b); mówimy
wtedy o tensorowej masie efektywnej. I znowu np. w fizyce ciala stalego czesto
mówi sie o tensorowej masie efektywnej nosników ladunku. W ciele stalym ta
tensorowosc wiaze sie z geometria pasm energetycznych, dozwolonych dla
nosników ladunku przez symetrie sieci krystalicznej, sklad krysztalu itp.

W mechanice teoretycznej udawadnia sie, ze równania ruchu dla ukladu mozna
zapisac w postaci tzw. równan Lagrange'a. Równania te maja postac:

d aT aT--.----=Q
dt ago aqo O'

W równaniach tychT jest pelna energia kinetyczna ukladu.Qo to tzw. sily
uogólnione. W konkretnym przypadku ruchu naszego balonuQa to po prostu
skladowe wektora sily wyporu. Korzystajac z prawa Archimedesa mozemy latwo
obliczyc te sily. Dla kuli jedynymi stopniami swobody, które trzeba uwzgledniac,
sa te, które wiaza sie z ruchem postepowym. Wspólrzedneqa w tym wypadku
to wspólrzedne srodka kuli, a predkosciqo to po prostu skladowe wektora
predkosci kuliil = v. Wstawiajac nasze wyrazenie na energie kinetyczna plynu
pll.!skula oraz sile wyporu do równan Lagrange'a, uzyskujemy równanie ruchu
balonu w postaci:

(Mb +MI) . a = Ew.

Jest to równanie ruchu dla "czastki" o masie efektywnejM.
Gdybysmy analogiczne rozumowanie, jak powyzej, przeprowadzili dla wahadla,
to otrzymalibysmy, omawiane uprzednio, równanie Greena. Mozemy teraz
nareszcie rozwiazac do konca zadanie o balonie. Znamy juz sile wyporuEw,
a masa efektywna wynosi teraz(1/10+ 5110) masy wypartego powietrza.
Równanie ruchu ma wiec postac:(6/1O)a = (9/1O)g, skad: a = (3/2)g.
Jest to calkiem sensowne przyspieszenie i kazdy, kto widzial startujacy balon,
gotów jest "kupic" ten wynik. Tak wiec, to masa efektywna balonu gwarantuje
nam to, ze balon nie wzlatuje w góre jak rakieta. Trzeba podkreslic, ze nasza
analiza jest sluszna tylko dla bardzo krótkiego okresu czasu, zaraz po starcie
balonu. Dla pelnego opisu trzeba by uwzglednic wiele dodatkowych efektów, np.
niesferycznosc (gondola, w której siedza aeronauci) itp.

Poniewaz maja Panstwo zapewne dosc tej matematyki, czas juz zakonczyc ten
artykul. Staralem sie w nim przekonac Panstwa, ze w MOC-y pojecie masy
efektywnej, tak dzis powszechnie stosowane, narodzilo sie znacznie wczesniej
niz w innych dzialach fizyki. Mam nadzieje, ze ci sposród Czytelników, którzy
beda teraz czytac powazne dziela naukowe, w których napotkaja takie to terminy,
jak: masa polowa elektronu, renormalizacja masy, masa polaronu, masa efektywna
nosników ladunku, ciezkie i lekkie elektrony itp.; beda mogli powiedziec: phi,
to nic takiego nowego, to jest to, dlaczego balony lataja wolno. Aha, no i mam
nadzieje, ze przekonalem Panstwa o tym, iz MOC to ciekawa dyscyplina fizyki.

Mozna np., korzystajac z jej praw, udowodnic, ze samoloty w ogóle nie moga
latac. Ale o tym to moze kiedy indziej.
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