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Wir mussen wissen. Wir werden wissen

Musimy wiedziec. Bedziemy wiedziec

powiedzial Dawid Hilbert na zakonczenie swego wystapienia
z okazji nadania mu honorowego obywatelstwa jego
rodzinnego miasta - Królewca. Slowa te zawieraly jego
matematyczne wyznanie wiary - Hilbert wierzyl, ze kazdy
problem matematyczny moze byc rozwiazany, jesli tylko
poswieci sie mu dostatecznie wiele wysilku.

Pojecie problemu matematycznego rozumial Hilbert (jak
na owe czasy) dosc specyficznie. Uwazal on, ze matematyka
jest (a raczej powinna byc - nalezy ja tak przebudowac by
byla) systemem formalnym, kolekcja napisów wyrazajacych
twierdzenia matematyki i ich formalne dowody. Postulat
zbudowania owego systemu formalnego (na który Hilbert
nalozyl dodatkowe warunki, o których nizej) nazwano
programem Hilberta.

W hilbertowskiej matematyce (matematyce formalnej)
stwierdzenie, czy dany napis jest twierdzeniem, czy nie, ma
wynikac z jego struktury, a nie z jego tresci: nie z jego
znaczenia. Oczywiscie zajmujemy sie przede wszystkim tymi
zagadnieniami matematycznymi, które opisuja jakis aspekt
rzeczywistosci. Ale problemy: co to jest rzeczywistosc i co to
znaczy, ze twierdzenie matematyki ja opisuje, do matematyki
nie naleza.

Uprawianie matematyki (formalnej) polega na wyciaganiu
wniosków z przyjetych aksjomatów. Hilbert podal przyklad
teorii matematycznej zbudowanej w mysl jego zasad:
w roku 1899 opublikowal Grundlagen der Geometrie(podstawy
Geometrii) przedstawiajace w sposób formalny i bezwzglednie
scisly geometrie euklidesówa. Oto fragmenty recenzji Henri
Poincarego:

"Majac dany ciag zdan stwierdza on, ze wszystkie one
wynikaja z pierwszych. Uzasadnieniem tych pierwszych zdan,
ich psychologicznym uzasadnieniem nie zajmuje sie.
Aksjomaty sa zalozone ... ". O Hilbercie krazyla anegdota,
ze gdy stwierdzil, iz nic nie wic o naturze punktów, prostych
i plaszczyzn, zapytano go:
- Czy w takim razie moga to byc odpowiednio stoly,
krzesla i kufIe piwa?

- Jesli spelniaja aksjomaty ... - odpowiedzial Hilbert.

Owe zapowiedziane dodatkowe warunki zawarte w programie
Hilberta dotyczyly aksjomatyki. Miala ona byc:
zupelna, a wiec ~starczajaca do udowodnienia kazdego
twierdzenia teorii,

niezalezna, a wiec by nie mozna bylo udowodnic zadnego
z aksjomatów przy pomocy pozostalych,
i niesprzeczna,a wiec by nie mozna bylo z aksjomatów
udowodnic dwu zdan, z których jedno jest zaprzeczeniem
drugiego.

Niesprzecznosci aksjomatyki mozna dowodzic przy zalozeniu
niesprzecznosci innej teorii. Pierwszy taki dowód polegal na
zbudowaniu modelu geometrii nieeuklidesowej. Gdyby zatem
geometria nieeuklidesowa byla sprzeczna, to te sprzecznosc
mozna by przeniesc do geometrii euklidesowej. Wymagania
Hilberta szly dalej: zadal on absolutnego dowodu
niesprzecznosci. Podal nawet przyklad takiego dowodu.
·Chodzi tu o dowód niesprzecznosci teorii nastepnika.
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Teoria jednego obiektu

Mgr Krzysztof PRAZMOWSKI
Matematycy, poslugujac sie scislym ("sformalizowanym")
jezykiem, opisuja schematy pewnych sytuacji. Na ile dokladnie
moga to uczynic? Jest to pytanie, które interesowalo logików
od dawna. Aby móc na nie odpowiedziec, trzeba jednak
wpierw uscislic uzywane przez nas pojecia.
Uznajmy, ze jezyk matematyki, ów jezyk zawierajacy tylko
pewne znaczki, opisuje jakas rzeczywistosc, a ta rzeczywistoscia
niechaj beda niepuste zbiory i relacje miedzy elementami
owych zbiorów. Takie "rzeczywistosci" nazywac bedziemy
strukturami (elementy zbioru, na którym okreslone sa relacje
struktury, nazywamy elementami struktury lub indywiduami
struktury) i mówic bedziemy, ze opis - zbiór zdan T
z jezyka - jest prawdziwy w strukturzeIII wtedy, gdy relacje
w III maja wszelkie wlasnosci postulowane przez T, przy
ustalonym rozumieniu nazw wystepujacych w T. Oznaczac to

bedziemy nastepujaco:m- F= T. Mozemy teraz zaprezentowac
pierwsza hipoteze:

A. Istnieje taki zbiór zdanT, ze jesli III F= T oraz 3 F= T,
to III = 3.
Niestety sugestia ta upada - jest to nieprawda.
Wystarczy przypomniec sobie dialog Hylasa i Filonousa
(Lem - Dialogi - dialog l, dialog II, str. 40-42) na temat
tozsamosci osobniczej, by zrozumiec o co tu chodzi.

Niechaj m- F= T; niech a bedzie elementemIll, zas b
czymkoiwiek, byle nie elementemIll. Wymienmy a i b w kazdej
relacji w III i utwórzmy tak 3- oczywiscie zadna ze

strukturalnych wlasnosciIII nie ulegnie zmianie, skad3 F= T.
No - ale III :F 3.
Wydaje sie, ze sytuacja jest do uratowania kosztem pewnego
zmniejszenia wymagan. Zdefiniujmy:m- ~ 3 (m- jest
.izomorficzne z3) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcjaI
wzajemnie jednoznaczna zbioru indywiduówm- na zbiór
indywiduów 3 taka, ze3powstaje zIII przez zastapienie
kazdego elementua przez odpowiednieI(a). A oto druga
hipoteza:

B. Istnieje zbiór zdanT taki, zejes/i m- F= T oraz 3 F= T,
to III ~ 3.
Tu sytuacja nie jest taka tragiczna: owszem, istnieja takie
opisy, ale ... tylko struktur skonczonych. Mianowicie mozna

dowiesc, ze gdy T ma powyzsza wlasnosc, aIII F= T, to m-

musi miec skonczona ilosc indywiduów. Prawdziwe jest
bowiem

Twierdunle [o zwartosci]. Niech T bedzie zbiorem zdan. Jesli
dla kazdego skonczonego podzbioruX zbioru T istnieje
struktura III taka, zeIII F= X, to istnieje struktura Ill, gdzie
m- F= T.

Oczywiscie - caly CzaI mówimy o opisach formulowanychw tzw. jezyku
elementarnym. To znaczy takiego typu, jak podany w Delcie7/1975. Dla
innych jezyków (patrz Delta6/1974) nie musi tak byc.
Zalezy to równiez od przyjetych wlasnosci zbiorów, czyli od systemu teorii
mnogosci. W niektórych z nich (np. teoria semi-zbiorów) istnieja opisy
postulowane w B - opisujace struktury nieskonczone.



Teoria ta ma trzy symbole specyficzneO, Si = . Soznacza tu
(intuicyjnie) operacje nastepnika. OSx mozna myslec jak
o x+ l. Poza tym wystepuja tu symbole logiczne, a wiec
negacja - i implikacja ~. Nie ma zmiennych, a zatem nie ma
i kwantyfikatorów. Aksjomatami teorii sa zdania postaci

l. x = x, 4. (p q) ~ «q => r) oc>(p => r»,
2. Sx = Sy l!O X = y, 5. p ~ (- p ~ q),

3. - (Sx = O), 6. (- p ~ p) => p.

Liter x i y nie nalezy rozumiec tu jako zmiennych. Jak juz
wspomniano, zmiennych w teorii nie ma. Obie te litery
oznaczaja napisy postaciSS H. SO. Na przyklad szczególnymi
przypadkami aksjomatu 1 saO = O, SO = SO, SSO= SSO
i tak dalej. Litery p, q, r oznaczaja dowolne wyrazenia teorii.

Pokazemy teraz, ze jeslix = y jest twierdzeniem naszej teorii,
to po obu stronach znaku równosci znajduje sie ta sama ilosc
znaków. Gdyby bowiem bylo inaczej, to wsród wszystkich
twierdzen postacix = y, gdzie wx i y sa rózne ilosci znaków,
byloby takie, którego dowód jest najkrótszy. Niech to bedzie
na przyklad zdanieSO = O. Zastanówmy sie, jaki moze byc
ostatni krok najkrótszego dowodu tego zdania. Nie moze to
byc aksjomat typu 1, bo wówczas po obu stronach równosci
w SO = O byloby ta sama ilosc znaków. Nie moze to byc
aksjomat typu 2, bo wówczas zdanieSSO = SO mialoby,
wbrew zalozeniu, dowód krótszy od zdaniaSO = O. Nie moze
to byc aksjomat typu 3, bo zdanieSO = O nie zaczyna sie od
negacji. Nie moze to byc aksjomat typu 4 ani 5, boSO = O

nie jest implikacja. Musi to wiec byc aksjomat 6:

(- SO = O=> SO = O) => SO = O.

Aby z tego aksjomatu wywnioskowacSO = O, musielismy
wczesniej udowodnic zdanie-SO = O=> SO = O. Jak

latwo zauwazyc, zdanie to moze wynikac tylko z aksjomatu
typu 5:

SO = O=>( - SO = O => SO = O).

Aby je jednak z tego aksjomatu udowodnic, musielibysmy
miec udowodnione wczesniej zdanieSO = O, wbrew zalozeniu,
ze caly czas rozpatrujemy najkrótszy dowód tego wlasnie
zdania. Zatem istnieje zdanieq, którego nie mozna udowodnic
z aksjomatów 1--6. Gdyby jednak teoria oparta na tych
aksjomatach byla sprzeczna, moglibysmy udowodnic pewne
zdaniep oraz jego negacje,-p. Stad, stosujac aksjomat 5,
otrzymalibysmy latwoq. W tej sytuacji teoria oparta na
aksjomatach 1--6 nie moze byc sprzeczna.

A oto inny przyklad absolutnego dowodu niesprzecznosci.
Teoria grup ma modele skonczone. Istnienie takiego modelu
(np. izometrii trójkata równobocznego) dowodzi, ze teoria
grup jest niesprzeczna. Tego typu dowód nie da sie jednak
przeprowadzic dla teorii, która modeli skonczonych nie ma
(np. teoria liczb).

Wlasciwie nie widac bylo zadnego powodu, aby program
Hilberta nie mógl byc zrealizowany. Zaczeto wiec
intensywnie szukac odpowiednich aksjomatyk dla
wazniejszych teorii matematycznych. Dla arytmetyki liczb
naturalnych Giuseppe Peano podal nastepujaca aksjomatyke:

1. /\ x - Sx = O,

2. 1\ xy Sx = Sy ~ x = y,

3. /\ x V y - x = O ~ x = Sy,

4. (/\ x c1>(x)=> c1>(Sx» => /\ xc1>(x).

Litera c1> oznacza tu dowolna formule z jedna zmienna wolna.
Napis 4 jest w zwiazku z tym nie pojedynczym aksjomatem,
lecz schematem aksjomatów (nazywa sie go schematem
indukcji).
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A co to ma wspólnego z hipoteza B1 Oto ze zwartosci
wynika:
Twierdzenie. Jezeli istnieje struktura ~ nieskonczona taka,

ze ~ f::: T, to istnieje struktura 3, która ma moc wyzsza niz ~
oraz takze spelnia T.

Dowód. Niech ~ ma moc)c, niech A bedzie wieksza liczba
kardynalna niz)c. Niech dalej (bp )"d bedzie ciagiem
róznych znaczków - nazw elementów stalych, których
w T nie ma. Dopiszmy do T wszystkie zdania postaci

"bl' i= bp''''

gdy tylko p i= p' oraz p, p' < A, a powstaly zbiór zdan
nazwijmy To. Oczywiscie kazdy skonczony fragment To ma
model, strukture, która go spelnia. Przeciez zawiera on jedynie
skonczenie wiele znaczkówbp' Wystarczy ze struktury ~
wybrac - jakkolwiek - tyle samo elementów i ponazywac je
owymi znaczkami. Stad i To tez ma model - powiedzmy3.
Ale - w szczególnosci - caly opis T jest tam prawdziwy,
a nadto owe dodane zdania. Zatem w3musi byc co
najmniej A róznych elementów, oraz3 f::: T.

Widzimy teraz, ze hipoteza B raczej upada. Jesli tylko chcemy,
by T opisywala pewna nieskonczona strukture ~, to bedzie ona

takze opisywac strukture3 o wiekszej mocy, a zatem ~ ~3.
Podobnymi metodami dowodzi sie zreszta twierdzenia duzo
silniejszego:
Twierdzenie [Skolema-LOwenheima]:Jezeli teoria T ma model
nieskonczony, to ma model dowolnej nieskonczonej mocy.

W ten sposób zawalil sie program budowy "teorii jednego
obiektu". Chodzilo o to, by skonstruowac teorie, która by
jednoznacznie opisywala cala matematyke - tzn. teorie
mnogosci. Niestety - teoria mnogosci, która bysmy
chcieli sie poslugiwac, musi miec nieskonczone modele, i z tej
to (oprócz innych) przyczyny nie moze opisywac ich tak
dokladnie jak bysmy chcieli - czyli jednoznacznie.
Na koniec warto moze wspomniec o trzeciej hipotezie.
Powiedzmy, ze

~ == 3wtedy i tylko wtedy, gdy kazde zdanierp jest

prawdziwe w ~ wówczas i jedynie wówczas, gdy jest
prawdziwe w3,

czyli nie istnieje wlasnosc rozrózniajaca ~ i3 i dajaca sie
sformulowac w przyjetym jezyku.

C. Istnieje teoria T taka, ze~ f::: T, 3 f::: T=> ~ == 3
Teorie takie - nazywamy je zupelnymi - oczywiscie istnieja
i jest ich stosunkowo duzo: sa takie, co maja modele
skonczone, jak i majace modele nieskonczone. Jednym
z naj prostszych opisów jest nastepujacy
{(/\x) (x ~ x), (/\ xy) (x ~ Y1\ Y ~ x ~ x = y),
(/\ xyz)(x ~ yl\y ~ Z => X ~ z),
(/\ xy) (Vz)«x i= y 1\ X ~ y) => (z i= Xl\ Z i= y 1\ X ~ Z 1\ z~ y»,
(/\ x)(V yz)(y ~ Xl\ X ~ Zl\ Y i= Xl\ X i= z),
(/\ xy) (x ~ y vy ~ x)}.
Jego modelem jest np. porzadek liczb rzeczywistych.

Dla ciekawskich podaiemy dowód twierdzenia o zwartosci. Uprzedzamy
jednak, ze musimy przedtem wprowadzic sporo pomocniczych poi~.
Jesli l ~ '" iest zbiorem, aV pewna rodzina niepustych podzbiorów zbiorul,
to powiemy, zeV iest filtrem, iesli:

a) A e V i B e V •• A n B e V,

b) A e V i A S B .••• B e V.

Zauwazmy, ze iest intuicyjnie chyba uzasadnione mówic o elementach
rodziny V iako o zbiorach "duzych" (czy tez - których uzupelnienie iest
male).
Jesli l iest plaszczyzna, to rodzina170 takich podzbiorówA plaszczyznyl,

ze 1,\ Ama miare równa zeru tworzy filtr. Podobnie, ady17* iest rodzin}l
takich podzbiorówBzbioru nieskonczoneaol, ze l" B iest zbiorem
skonczonym, to17* takze iest filtrem. (Nie nalezy jednak zbytnio
luaerowac sie ta intuicia: rodzina VI podzbiorówC zbioru l takich, ze
i E C - takze tworzy filtr.)



= F EF
'Pl" .. ," "'.

Okreslmy: F':= (X S; I: V Y E F(Y S; X)}. F' ma juz wlasnosci a) i b).
czyli jest filtrem. Dowodzi sie, ze wtedy istnieje ultrafiltr17 zawierajacyF' ,

a zatem iF. bo F S; F'.

A zatem - wezmy dowolne 'I'E T. stad F'I' E v.
PU'P/V F '1'<;> {",E I: U'PF'I'} E 17.skad otrzymujemy wniosek:

PU'P/ 17F '1'. Ostatecznie wiec PU'PF T.

Rodzine 17nazwiemy ultrafiltrem. gdy prócz tego. ze jest filtrem. spelnia
warunek:

.c) dla kazdegoA S; I albo A E 17.albo A' E 17.(PrzezA' oznaczamyI "- A).

Przypuscmy. ze mamy rodzine {'Ul}iEI struktur tego samego (to znaczy:

o ustalonej (tej samej) liczbie relacji n-argumentowych dla kazdej
naturalnej liczby n; oznacza to tez .•ze istnieje jezyk, którym mozna opisywac
wszystkie struktury 'U, •i E 1). a 17jest ultrafiltrem podzbiorów zbioruI.
Skonstruujemy tzw. ultraprodukt- oznaczany P'U, / 17.
Najpierw jest nam potrzebny zwykly produkt - jego elementami beda
funkcje dla.kazdego elementui E I wybierajace element z 'Ul.
Dalej - relacje miedzy tymi funkcjami:

umawiamy sie, ze zachodza one pomiedzy nimi, gdy dla odpowiednio
duzej ilosci struktur zachodza one miedzy wartosciami funkcji.

Dokladniej:

<fI •... J.> E R<;>{i: <fdi) •... J .(i» jest w relacjiR w 'Ud e 17.

Jesli okreslimy relacje'" w nastepujacy sposób:f '" g<;> (i:f(i) = g(i)} E 17.

to latwo sie przekonac. ze jest to równowaznosc. A czym jest P'1l, / 17?
- to wlasnie opisany wyzej zbiór funkcji z relacjami, podzielony przez ~.

Ma on pewna bardzo wazna dla nas wlasnosc: niechtp bedzie zdaniem
jezyka opisujacego struktury 'U, • wówczas

l"2!1/ 17F ",<;>{i:U, F ",} E V

Mozemy teraz dowiesc twierdzenia.
Dowód: Okreslamy kolejno:1:= {"'l II ... 1\ "'. :"'1 •...• "'O ET}

'" e I..., U",to taka struktura. ze 'U'"F "'. Istnieje ona na mocy zalozenia.

'" E I ~ F",:= {'I' E I:'Utp F"'}; F", "" 0. poniewaz", E F",.

F:= (F",:", E I).
Latwo sie przekonac. zeF ma wlasnosc al

Jest ona interesujaca dla nas szczególnie z tego
powodu, ze wlasnie ona stala sie pierwszym argumentem dla
wykazania nierealizowalnosci programu Hilberta. Trzeba
bylo powrócic do odrzuconej przez Hilberta pesymistycznej
opinii Emila Du Bois-Reymond:

Ignoramus et ignorabimus
Nie wiemy i nie bedziemy wiedziec.

Gdy tylko bowiem na szersza skale rozpoczeto prace nad
zrealizowaniem programu Hilberta, matematyk wiedenski

Kurt Godel opublikowal prace, w której udowodnil, ze nie
mozna podac (spelniajacej wymagania Hilberta) aksjomatyki
arytmetyki liczb naturalnych. Wynikalo z rezultatów Godla
równiez i to, ze nie mozna podac absolutnego dowodu

niesprzecznosci dla aksjomatyki zadnej teorii zawierajacej
jako fragment aksjomatyke Peano. Co wiecej, GOdel wykazal,
ze nie istnieje efektywna metoda sprawdzenia, czy dane
zdanie mozna uzyskac z aksjomatyki Peano (por. artykuly
A. Mostowskiego - Delta 10/74 i 11/74).
Wyniki Godla wywolaly cala lawine prac na temat, które
teorie sa rozstrzygalne (tzn. dla których istnieje taka efektywna
metoda), a które nie. Okazalo sie, ze bardzo wiele teorii
matematycznych to teorie nierozstrzygalne. Mozna nawet

uslyszec zdanie, ze wszystkie interesujace teorie matematyczne
sa nierozstrzygalne. Ci którzy tak utrzymuja uwazaja, ze
elementarna arytmetyka liczb rzeczywistych - to znaczy ten
fragment arytmetyki liczb rzeczywistych, w którym mówi sie
tylko o liczbac:h a nie o zbiorach liczb - jest nieinteresujaca.
Rozstrzygalnosc tej teorii udowodnil A. Tarski w roku 1939.
Podal on tez jej aksjomatyke. Podobny wynik Tarski
osiagnal dla elementarnej geometrii euklidesowej, teorii,
w której mówi sie o punktach lecz nie o zbiorach punktów.

Jesli bowiem dopuscimy, by uzywac w niej takich zwrotów jak
"dowolna figura" - geometria stanie sie nierozstrzygalna.

F"" •...• F"'k E F~F"'l (') ... (')F"'k ('I': 'Utp F 'Pl II ... II '11'1'F 'P.) =

David Hilbert (ur. 1862 w Królewcu. zm.1943 w Getyndze). Matematyk
niemiecki dzialajacy na uniwersytecie w Getynd),e. Zajmowal sie wieloma
dzialami matematyki: algebra i teoria liczb algebraicznych. gdzie sformulowal
wiele podstawowych twierdzen; podstawami geometrii i podstawami
matematyki. co doprowadzilo go do sformulowania omawianego wyzej
programu; rachunkiem wariacyjnym i teoria równan calkoWych - dzieki
tym badaniom mozliwe sie stalo stworzenie analizy funkcjonalnej. Prowadzil
tez badania z zakresu fizyki matematycznej.

Kurt GOdel. ur. 1906. logik i matematyk austriacki. Do1938 docent
uniwersytetu w Wiedniu. od1941 - w Princeton (USA). Uzyskal b. wiele
cennych rezultatów z zakresu podstaw matematyki. Jednym z nich jest
omawiane obok twierdzenie.
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Alfred Tarski. ur. 1901 w Warszawie. polski logik, matematyk i filozof.
Do 1939 docent Uniwersytetu Warszawskiego, od1942 profesor
uniwersytetu w Berkeley (Kalifornia). Zajmuje sie glównie logika
matematyczna, stworzyl teorie modeli semantycznych, sformulowal formalnie

poprawna (niesprzeczna) definicje prawdy.

Emil Du Bois-Reymond. ur.1818. zm. 1896. niemiecki filozof i fizjolog,
profesor uniwersytetu w Berlinie. dokonal szeregu odkryc z zakresu
fizjologii ukladu nerwowego i fizjologii miesni. Jako filozof byl
agnostykiem: uwazal, ze istnieja nieprzekraczalne granice poznania

rzeczywistosci (stad cytowana zasada); poza tymi granicami leza spraWy
takie. jak problem istoty materii czy istoty swiadomosci.


