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Na mapie politycznej jakiegos kontynentu obszary panstw zwykle kolorowane sa
w ten sposób, ze panstwa sasiadujace ze soba wzdluz pewnej linii granicznej
(lub kilku takich linii) maja rózne barwy. W ubieglym wieku wyraznie
postawiono pytanie: Jaka jest najmniej sza liczba barw wystarczajaca do tego, by
mozna bylo pomalowac nimi dowolna mape na plaszczyznie (z zachowaniem
powyzszego warunku)?
Bedziemy zajmowali sie jedynie takimi mapami na calej plaszczyznie; które
zawieraja skonczona liczbe obszarów o granicach regularnych, zlozonych ze
skonczonej liczby krawedzi (byc moze krzywych) polaczonych w wierzcholkach
i tworzacych zamknieta linie bez przeciec. Za obszar bedziemy równiez uwazac
nieograniczona czesc plaszczyzny. Np. mapa na rysunku l zawiera 9
wierzcholków, 14 krawedzi i 7 obszarów. Na nastepnych dwóch rysunkach
pokazane sa przyklady map nie spelniajacych zalozonych warunków: na rys. 2
jeden z obszarów sasiaduje ze soba wzdluz krawedzi, na rys. 3 brzeg jednego
z obszarów sklada sie z dwóch linii zamknietych. Zbiór wierzcholków i krawedzi
bedziemy nazywac grafem mapy. Przy poczynionych zalozeniach graf mapy ma te
wlasnosc, ze mozna przejsc z jednego punktu grafu do dowolnego
innego punktu grafu nie wychodzac z niego. Mówimy w tej sytuacji, ze graf jest
spójny.

Oznaczmy przez1X0 liczbe wierzcholków, przez1X1 liczbe krawedzi, a przez1X2

liczbe obszarów rozwazanej mapy. W przykladzie z rys. l jest1X0 -lXI + 1X2 = 2.

Okazuje sie, ze dla dowolnej mapy plaskiej o spójnym grafie zachodzi wzór
Eulera:

(Mozna sprawdzic, ze wzór ten zachodzi dla mapy z rys. 2, ale nie zachodzi dla
mapy z rys. 3, bo wartosc lewej strony wzoru równa sie 3.)
Wykazemy przez indukcje wzgledem liczby krawedzi1X1 , ze ogólniej, gdy graf
mapy plaskiej rozpada sie na s skladowych spójnych, to

Gdy 1X1 = O, a wiec gdy nie ma w ogóle krawedzi, mamy na plaszczyznie jedynie
1X0 wierzcholków tworzacych graf o s= 1X0 skladowych i jeden obszar:1X2 = l.
Zatem w tym przypadku wzór zachodzi. Zalózmy, ze wzór ten zachodzi dla
dowolnej mapy plaskiej o liczbie krawedzi mniejszej od1X1 i rozwazmy mape
o liczbie krawedzi 1X1• Usunmy jedna krawedzK z grafu. JezeliK lezy na brzegu
dwóch obszarów, to po usunieciuK obszary te polacza sie, zatem1X1 i 1X2 zmaleja
o l, a 1X0 i s pozostana takie same. W tym przypadku obydwie strony równosci
nie zmienia sie. Jezeli zasK lezy na brzegu tylko jednego obszaru (jak na rys. 2),
to po usunieciuK skladowa grafu zawierajacaK rozpadnie sie na dwie, liczba
s skladowych grafu wzrosnie o l,IXt zmaleje o l, a1X0 i 1X2 pozostana bez zmian.
W tym przypadku obydwie strony równosci wzrosna o l. Z zasady indukcji
wynika wiec slusznosc dowodzonego wzoru, a wiec równiez wzoru Eulera
(dla s = l - por. artykul J. A. Rempaly w Delcie 1/1976).
Mozemy zalozyc, ze w kazdym wierzcholku naszej mapy schodza sie co najmniej
3 krawedzie (bo gdy schodza sie tylko dwie, to mozna zlikwidowac wierzcholek
i polaczyc te dwie krawedzie w jedna). Liczba par: (krawedz - wierzcholek
bedacy jej koncem) jest równa21X1 ~ 31X0 na mocy powyzszej uwagi. Wynika
stad, ze

Mapa zawiera przynajmniej jeden obszar, kt6rego brzeg sklada siez pieciu lub
mniejszej liczby krawedzi.
W przypadku przeciwnym brzeg kazdego obszaru skladalby sie z co najmniej
szesciu krawedzi i liczac pary: (krawedz - obszar, do którego przylega ta
krawedz) uzyskalibysmy nierównosc21X1 ~ 61X2• Uwzgledniajac równanie Eulera
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L (6-PI) = 12.
;= l
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schodzacych sie w i-tym wierzcholku dlai = l, 2, ... , !xo, to 2!X1 = L Pi' Ze
i=1

Mozna stad wywnioskowac przez indukcje wzgledem liczby obszarów!X2, ze

Dowolna mape plaska mozna pomalowac piecioma barwami.

Zalózmy wiec, ze twierdzenie nasze zachodzi dla map o liczbie obszarów mniejszej
niz !X2 i rozwazmy mape o!X2 obszarach. Jezeli zawiera ona obszarO sasiadujacy
z czterema (lub mniej) obszarami, to, na mocy zalozenia indukcyjnego, po
pokolorowaniu pozostalych obszarów pozostanie nam jeszcze jedna z pieciu barw
do pomalowania obszaruO. W przypadku przeciwnym istnieje obszarO,
sasiadujacy z piecioma obszarami kolejno 010O2, 03, 04 i 05 (rys. 4). Jezeli01 nie
sasiaduje z03 i 01 #- 03, to likwidujac dwie krawedzie laczymy obszary
0,01 i 03, uzyskujac mape o mniejszej liczbie obszarów i, na mocy zalozenia
indukcyjnego, mozemy ja pokolorowac. Po wprowadzeniu z powrotem usunietych
krawedzi stwierdzamy, ze obszary01 i 03 maja te sama barwe. Zatem obszary
sasiadujace zO sa pomalowane co najwyzej czterema barwami. ObszarO
mozemy wiec pomalowac nie wykorzystanym kolorem. Jezeli zas01 i 03
sasiaduja lub 01 = 03, to O2 nie moze sasiadowac z04 i O2 #- 04 (rys. 5).
Wtedy postepujemy z obszaramiO, O2, O.~podobnie jak poprzednio z obszarami
O, 01, 03, Rys. 6 przedstawia mape, w której kazdy z czterech obszarów
ograniczonych sasiaduje z kazdym. Takiej mapy nie mozna pomalowac mniej niz
czterema barwami, ale cztery wystarcza. Wobec tego najmniejsza liczba barw
wystarczajaca do pomalowania dowolnej plaskiej mapy wynosi 4 albo 5. Nasuwa
sie pytanie, czy wystarcza cztery barwy.

Rozwazmy dowolna mape na plaszczyznie. Wewnatrz kazdego obszaru wybierzmy
punkt jako stolice. Stolice sasiadujacych panstw mozna polaczyc krzywa
przecinajaca krawedz, wzdluz której sasiaduja te obszary w ten sposób, by
uzyskane krzywe nie przecinaly sie ze soba poza stolicami. Otrzymany graf
nazywamy grafem dualnym, a mape przezen wyznaczona - mapa dualna.
Rys. 7 ilustruje te pojecia; liniami przerywanymi oznaczone sa krawedzie grafu
dualnego.

Gdybysmy potrafili znalezc mape, w której piec obszarów sasiadowaloby kazdy
z kazdym, rozwiazaniem naszego problemu byloby: potrzeba i wystarczy uzyc
pieciu barw. Niestety taka mapa nie istnieje. Gdyby bowiem istniala, to w grafie
dualnym znalezlibysmy podgraf polozony na plaszczyznie o!xo = 5 wierzcholkach
polaczonych !Xl = en = 10 krawedziami kazdy z kazdym. Ze wzoru Eulera
liczba obszarów mapy wyznaczonej przez ten graf wynosilaby!X2 = 2 - !xo + !X1 =
= 7. Kazdy z nich posiadalby brzeg zlozony z co najmniej trzech krawedzi, wiec
2!Xl ~ 3!X2 czyli 20 ~ 21, co nie jest prawda. Na rys. 8 przedstawiono piec
punktów. Nie mozna ich polaczyc na plaszczyznie kazdy z kazdym bez
dodatkowego przeciecia.

Tak wiec nie mamy rozwi~ania problemu. Hipoteza, ze cztery barwy wystarcza
do pomalowania dowolnej plaskiej mapy mimo wysilków wybitnych umyslów do
niedawna nie byla poprawnie udowodniona ani obalona. Stopniowo wzrastala
liczba n panstw w twierdzeniach typu:Jezeli liczba panstw !X2 jest nie wieksza od n.
to mape mozna pomalowac czterema barwami.Udowodniono rozmaite warunki
równowazne hipotezie czterech barw. Badano wlasnosci ewentualnych map,
których nie mozna pomalowac czterema barwami. W ubieglym roku w Stanach
Zjednoczonych udalo sie rozwiazac pozytywnie problem czterech barw, ale
trzeba bylo odwolac sie az do pomocy ... maszyn matematycznych; podobno
zycia ludzkiego nie starczyloby do sprawdzenia bardzo wielu mozliwosci ...

Idea w uproszczeniu byla taka: Zamiast malowac obszary mapy mozna malowac
wierzcholki grafu dualnego tak, by polaczone krawedzia wierzcholki mialy
rozmaite kolory. Mozna dalej zalozyc, ze obszary wyznaczone przez ten graf
maja brzegi zlozone z trzech krawedzi, wprowadzajac dodatkowe krawedzie, jak
to pokazane jest na rys. 9 (linie przerywane). Takie mapy krótko nazwiemy
triangulacjami. W tej sytuacji 2!X1 = 3!X2• Jezeli Pi oznacza liczbe krawedzi
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!Xo jest suma !xo jedynek, otrzymujemy

Rozwiazanie zadania F 41. Gdybysmy mieli
tylko jedna elektrodQ, z której wyplywa prad1
i przylozyli ja do punktu A, to ze wzglQduna
symetriQsieci prad rozplywalby siQjednakowo
we wszystkich czterech kierunkach iku

punktowi B plynalby prad o natQzeniu1/4.
Podobnie, dla samej elektrody zbierajacej
prad 1przylozonej do punktu B, galQziaAB
plynalby prad o natQzeniu wynoszacym
równiez 1/4.Dla dwóch elektrod rozklad
pradów jest suma rozkladów od poszczególnych
elektrod, a zatem przy podlaczeniu naszej
sieci do zródla w punktach A i B przez
odcinek AB bQdzieplynal prad o natQzeniu
1/4+1/4 ~ 1/2. W zwiazku z tym miQdzy
punktami A i B bQdzienapiQCieUAB =
= r' 1/2. Z okreslenia oporu zastQpczegoR
mamy UAB = RABI, a zatemRAB = r/2.
Zadanie powyzsze jest zadaniem bardzo
starym i znanym, jednakze mimo to - ze
wzglQduna bardzo ciekawe i pouczajace
zastosowanie symetrii - zostalo ono
wykorzystane jako jedno z zadan stopnia
wstQpnelloXXVI Olimpiady Fizycznej.
Jest rzecza interesujaca, ze pokrewne zadanie,
lidy punkty A i B nie sa wQzlami
najblizszym i, nie daje siQlatwo rozwiazac.
MusZQprzyznac, ze na znalezienie np.RAC,
lidzie C jest punktem pokazanym na rysunku
w tekscie zadania. poswiecilem sporo czasu,
ale bez skutku. Mozliwe jednak, ze ktos
z Czytelników hQdziemial wiQCCjszczescia.
Czytelników, którzy znajda wartoscRAC,

prosilbym O nadeslanie rozwiazania do
Redakcji.
Najcickawsze rozwiazanie zostanie
przedstawione w "Delcie". Termin
nadsylania rozwiazan: 31 lipca br.
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Rozwiazanie zadaniaM Ul. Mozemy

przyjac, ze dla pewnej liczby exzachod~a

równosci: a = _.1_, b = _1_ (dlaczego?),sIn et cos ex

gdzie sin excos ex '" O.

Zachodzi oczywista nierównosc.

(cos'ex- sin',,)' ;;. O,

z której wynika, ze

cos6a + sin6a.~ 2 ~OS3lX sio3a:.

cos '" (1- sin',,) t sin·,,(I- cos'ex) ;;.
~ 2 cos3C( sin3a:,

cos <4ct+sin4« ~ cos<4cx sin:Za:+2cos'a: sin3a:+

+ sin4cc cos2a:,

l l l 2
-s-in-'-ex-t -c-o-s'-,,- ;;. -s-in-'-ex-t ---- +

l
+ cos2(X ,

l l (1 l)'
--t---;;' --+--
sin4.cl cos4cx sinoc COSCl I

a'tb' ~ (a+b)', c.d.h.

Rozwiazanie zadania M 113. Zauwazmy, ze
liczba - 1 jest pierwiastkiem tego równania.
Zachodzi równosc

ax5+bx"'+cx3+cx2+bx+a =
= a(x+ l) (x'+Ax'+Bx'tAx+ l).

. b-a c-b+a
gdz,eA =-- B= ---a a

Musimy wiec rozwiazac równanie

x'+Ax'+Bx'+Ax+1 = O.

Równanie to jest równowazne równaniu

x'+ xl, +A (x+ +) tB = O,

adyz zero nie jest jego pierwiastkiem.

Podstawmy x+ ~ = y. Jest wówczasx

x'+2+ ~ = y', 'x

skady'-2+Ay+B = O. Do rozwiazania

tego równania wystarczaj a cztery dzialania
arytmetyczne i wyciaganie pierwiastków
kwadratowych. Podobnie jest z równaniem

x+ -..!. = y, równowaznym równaniux

x'-yx+1 = O, co konczy dowód.

Wzór ten podal A. B. Kempe juz w koncu ubieglego wieku. WynikaZ niego
m.in., ze kazda triangulacja musi zawierac wierzcholki, w których schodzi sie nie
wiecej niz piec krawedzi (co w dualnej formie udowodnilismy juz wczesniej).
Gdyby istnialy triangulacje nie dajace sie pomalowac czterema barwami, to
istnialaby wsród nichtriangulacja minimalna, tzn. o najmniejszej ilosci
wierzcholków. Kempe udowodnil, ze w triangulacji minimalnej nie moga wystapic
wierzcholki, w których schodzi sie mniej niz piec krawedzi, skad wynika, ze
w triangulacji minimalnej musialoby wystapic co najmniej 12 wierzcholków
pieciokrotnych, skad (juz nie tak prosto) wynika, ze w takiej triangulacji co
najmniej jeden wierzcholek pieciokrotny musialby sasiadowac badz
z pieciokrotnym, badz z szesciokrotnym ...
Rozwazania tego rodzaju doprowadzily do stworzenia pojeciazbioru
nieuniknionego t.j. listy konfiguracji (grafów) o nastepujacej wlasnosci: gdyby
istniala triangulacja minimalna, to musialaby ona zawierac przynajmniej jedna
konfiguracje z tej listy. Znane ,sa przyklady róznych zbiorów nieuniknionych:
najprostszy z nich to lista jednoelementowa, na której wystepuje konfiguracja
zlozona z jednego wierzcholka o krotnosci 5 i pieciu polaczonych wierzcholków
sasiednich.
Konfiguracja nazywa sieredukowalna, jesli nie moze ona wystapic w zadnej
triangulacji minimalnej. Najprostszy przyklad konfiguracji redukowalnej to-
jak wynika z tw. Kempego - konfiguracja zlozona z wierzcholka
czterokrotnego i jego sasiadów. Na ogól sprawdzanie redukowalnosci jest
zadaniem bardzo praco- i czasochlonnym.
G. D. Birkhoff zauwazyl w r. 1913, ze twierdzenie o czterech barwach byloby
udowodnione, gdyby udalo sie podac przyklad zbioru nieuniknionego zlozonego
z samych konfiguracji redukowalnych: z istnienia takiej listy wynikaloby, ze nie
moze istniec triangulacja minimalna, a wiec tym bardziej nie moze istniec
jakakolwiek triangulacja nie dajaca sie pomalowac czterema barwami.
W znalezieniu takiej listy dopomógl fakt, ze wzór Kempego mozna interpretowac
w sposób ... elektryczny: z kazdym wierzcholkiem triangulacji zwiazana jest
liczba 6-pi> która mozna traktowac jako ladunek elektryczny, znajdujacy sie
w tym wierzcholku. Rozladowanie grafu polega na przemieszczaniu ladunków
dodatnich pomiedzy wierzcholkami, a graf uznaje sie za rozladowany,
jesli we wszystkich wierzcholkach sa ladunki niedodatnie. Wzór Kempego
orzeka wiec, ze kazda triangulacja nie da sie w pelni rozladowac.
K. Appel i W. Haken opisali pewien algorytmD (sluzacy do rozladowywania
grafu) oraz sporzadzili liste Ll (liczaca 1936 konfiguracji), o których udowodnili, ze
jesli triangulacja minimalna nie zawiera zadnej konfiguracji z listy ,1, to daje sie
rozladowac przy pomocy algorytmu D.

Poniewaz jednak zadna triangulacja nie daje sie rozladowac, to twierdzenie to
orzeka po prostu, ze,1 jest zbiorem nieuniknionym. Jednoczesnie zas metoda
budowania konfiguracji nalezacych do,1 pozwalala przypuszczac, ze kazda z tych
konfiguracjijest redukowalna. Nalezalo to sprawdzic. W zasadzie wiadomo bylo, jak to
zrobic i rzecz sprowadzala sie do przeprowadzenia ogromnie pracochlonnych, ale
mechanicznych analiz. Tu wlasnie dopomogly odpowiednio zaprogramowane
komputery.

*

Nasza Ziemia jest kula i mozna by pytac o liczbe barw dla map na
powierzchni kuli czyli sferze, albo jeszcze ogólniej na dowolnej powierzchni.
Rys. 10 pokazuje, ze jezeli ze sfery usuniemy jeden punkt, np. biegun pólnocny,
to reszte powierzchni kuli bedziemy mogli przez rzutowanie z tego bieguna
odwzorowac' wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne. Mapie na sferze bedzie
odpowiadala mapa na plaszczyznie i widac, ze liczba barw dla map sferycznych
jest taka sama jak dla plaskich, a wiec wynosi 4.

Jest rzecza dziwna, ze analogiczne zagadnienia dla innych powierzchni zostaly
rozwiazane wczesniej (w 1968 r. przez G. Ringela iL W. T.Youngsa, bez uciekania
sie do pomocy maszyn matematycznych), podczas gdy najprostsze powierzchnie:
sfera czy plaszczyzna najdluzej stawialy opór w wyjawieniu swych tajemnic.
Trudnosci w przypadku innych powierzchni zreszta polegaly na czym innym: nie
na tym, by wykazac, ze kazda mape mozna pomalowac odpowiednia iloscia
kolorów (znana juz P. J. Heawoodowi w koncu ubieglego wieku), ale na tym, by na
powierzchni wskazac mape o tylu obszarach parami sasiadujacych ie soba.
Okazuje sie np., ze dlamap natorusie czyli "detce" najmniejsza liczba barw
wynosi 7. Rys. 11 podaje przyklad mapy na torusie zlozonej z 7 obszarów,
z których kazde dwa sasiaduja ze soba.
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