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Kwadrat punktu z jest to iloczyn skalarny
z . z. tzn. jest to suma kwadratów

wspólrzednych punktu z.

Ogólnie, iloczyn skalarny:

X'y = (x"x"x,)' (y"Y1,y,) =
= XJ'Yl+X2Yl+X3Y3

Topologia (por. artykul M. Skwarczyóskiqo)

w przestrzeni (R', Q) (jak w kazdej

przestrzeni metrycznej) wyznaczona jest
przez kule otwarte, tj. zbiorami otwartymi

sa sumy takich kul.

l

~

Jestesmy przyzwyczajeni utozsamiac otaczajaca nas przestrzen z trójwymiarowa przestrzenia
kartezjanska :Jt3 nad cialem liczb rzeczywistych:Jt, tzn. traktowac punkt jako trójke
uporzadkowana liczb rzeczywistych(XI, x" X3), a odleglosc dwóch takich punktów(x" X" X3),

(YI, y" y,) mierzyc wedlug wzoru Kartezjusza

e((x l, X" X3), (YI, y" Y3» = Y(X_Y)' = l< tl (X,- ;.;-

Nasuwa sie pytanie, czy musimy miec do dyspozycji wszystkie liczby rzeczywiste, czy nie mozemy
"gospodarowac oszczedniej"?
Wazne jest, zeby zbiór liczb, którymi sie poslugujemy,F, zawieral O i I i zeby bylo w nim
wykonalne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. To znaczy chcemy, by struktura
.'lF = (F, O, l, +, .) byla cialem. Czy moze to byc np. najmniejsze cialo liczbowe zawarte
w ciele liczb rzeczywistych, tzn. cialo liczb wymiernych? Widac, ze nie moglibysmy wtedy mierzyc

odleglosci dowolnych dwóch punktów, bo np. odleglosc punktu (I, l, I) od(O, O. O) jesl liczba
niewymierna. A wiec dla celów geometrii metrycznej istotna jest wykonalnosc pierwiastkowania
sumy kwadratów, tj. cialo Y powinno byc pitagorejskie. Zazadamy wiecej: aby:F bylo
euklidesowe, tzn. aby bylo w nim wykonalne pierwiastkowanie dowolnej liczby nieujemnej.
W tytule tego artykulu mowa jest o topologii. Chodzi wiec o to, czy zastapienie cialaiJl przez
dowolne cialo euklidesowe Y wplynie na wlasnosci topologiczne przestrzeni. Okazuje sie, ze tak.
W twierdzeniach topologicznych istotna role odgrywa wlasnosc ciala uporzadkowanego(R, ~)

zwana ciagloscia (lub zupelnoscia) porzadku ~ (nie mylic z pojeciem ciaglosci funkcji!! 'l. Mozna

ja opisac tak:
Jezeli zbiór R podzielimy na dwa niepuste rozlaczne podzbiory A, B tak, by

a ~ b dla kazdego aE A, b E B,

to istnieje liczba XE R, która spelnia nierównos'c
a~x~b

dla kazdego aE A, b E B.

Zdanie to, zwaneaksjomatem ciagloki, mówi, ze w zbiorze R ••nie ma luk".
Zeby zdac sobie sprawe z tego, co tracimy w topologii przestrzeni kartezjanskiej zastepujac cialo
liczb rzeczywistych uporzadkowane w sposób ciagly dowolnym cialem euklidesowym Y,
przytoczymy dwa twierdzenia o przestrzeni:Jt3 i zastanowimy sie, czy mozna je uogólnic nay3.

Ustalmy terminologie i oznaczenia.

Niech O = (O, O, O). Niech K;' bedzie kula jednostkowa w przestrzeniy3:
K.;' = {x = (x" X" X3) E .'JF3: e(x, O) ~ l};

Sfera jednostkowa w przestrzeni.'JF3 bedziemy nazywac zbiór

S} = {x = (XI,X"X3)E.'JF3:e(X,O) = l}.

W szczególnosci, jesli.'JF = flt, otrzymujemy zwykla trójwymiarowa kulei jej brzeg-
dwuwymiarowa sfere.

Niech K3 = Kit i S' = SJt.

Twierdzenie I - o punkcie stalym (L. E. J. Brouwer):
Dla kazdej funkcji ciaglej

f:K3 -+ K3

istnieje punkt staly, tj. taki punktXo E K3, dla którego

f(xo) = Xo·

Twierdzenie 2 - o tym. ze sfera nie jest retraktem kuli (K. Borsuk):
Nie istnieje funkcja ciagla

r:K3 -+ S·
spelniajaca warunek

r(X) = X d/a kazdego xE S'
(tj. nie istnieje retrakcja kuli K3 na strefe S').

Zadne z tych dwu twierdzen nie da sie uogólnic na przestrzen kartezjanska nad dowolnym

cialem euklidesowym .'JF, tzn. nie mozna w tych twierdzeniach zastapicK3 przez K} i S' przez S.~.

Zeby tego dowiesc, wystarczy wskazac takie cialo euklidesowe.'JF, dla którego zachodza
nastepujace dwa twierdzenia

fwierdzenie 1*. Istnieje funkcja ciagla

f:K} -+ K}
hez punkIII stalego, tj. spelniajaca warunek

f(x) =Fx dla kazdego X E K}.
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Pun41 l je)t punktem skupienia pn:e:Hu..cJll .\,

jesh w dowolnej kuli o srodku x istnieje
punkt x' ~ x.

Dwie pr.lestr:z:enie sa homeomorficzne, jeteli
istnieje homeomorfizm jedne; z nich na drua;a

(por. art. M. Skwarczynddeso),

l"wierdzenie 2". Sfera S} jest retraktem kuliKJ, tzn. istnieje jimkcja ciagla

r:KJ-+S2fil' iF
'relniajaca warlmek

rex) = x dla x E S}.

"Jiech.5F" bedzie cialem liczb algebraicznych rzeczywistych. Mozna wykazac, ze nie spelnia ono
aksjomatu ciaglosci. Jest to cialo euklidesowe przeliczalne, a wiec zbiór.'F3 jest równiez
przeliczalny.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze zarówno przestrzenKj., jak i przestrzen F (z metryka
kartezjanska) sa w sobie geste, tzn. nie maja punktów izolowanych - kazdy punkt jest punktem
skupienia.
Otóz wiadomo, ze kazde dwie przestrzenie przeliczalne w sobie geste sa homeomorficzne,
a zatem mamy

Lemat L Przestrzenie KJ,:iF sa homeomorficzne.

Dowód Twierdzenia 1". Na mocy Lematu istnieje homeomorfizm

h: K:f!' -. F.

Niech g: F ....•F bedzie przesunieciem o I:

g(x) = x+l' dla xf!.F.

Wezmy pod uwage funkcje

f= h-'gh:Kj. -+ Kj..

Funkcja f jest ciagla, jako superpozycja (zlozenie) funkcji ciaglych. Gdyby jakis punktXo

byl punktem stalym funkcjif. to punkt Yo = h(xo) bylby punktem stalym funkcjig, bo

g(yo) = gh(xo) = hf(xo) = h(xo) = Yo.

Ale funkcja g nie ma punktów stalych. A wiecf tez nie ma punktów stalych, co konczy dowód.

Dowód Twierdzenia 2*. Na mocy Twierdzenia l" istnieje funkcja ciagla

f: K} ....•K}
bez punktu stalego. Przy jej pomocy skonstruujemy retrakcjer kuli na sfere,

r: K} -+ S}.
Wezmy dowolny punkt x E K}. Poniewazf(x) #- x, wiec punkty x i [(x) wyznaczaja pólprosta
w.5F"3:

Tak zdefiniowana funkcja
rex) = x + 1, . (f'(xl- x).

r: K} ...•s.~

rex) = x dla x E S}.\
poniewaj,

jest ciagla, oraz spelnia warunek

1 ;' .."'-

t" = x· (x- y)- __o 1/ D.x2 .

wiec .,- jak latwo sprawdzic - wyraza sie w zaleznosci od wspólrzednych punktówx if(x) za
pomoca dzialan, które nie wyprowadzaja poza zbiór .5F".Zatemt" E F.

Wartosc funkcji r w punkcie x okreslamy jako ten jedyny punkt wspólny pólprostejL:f!'(x)
i sfery S;:

L:JI'(x) = {x+t(f(x)-x): t E F !\ t.;;; O}.

(Zauwazmy. ze pólprosta ta nie przechodzi przezf(x).)
Pokazemy. ze pólprostaL:JI'(x) przecina sfereS} w jednym punkcie, tzn. w zbiorzeF istnieje
dokladnie jedna liczbat .;;;O. dla której

(1) x+t(f(x)-x) E S}.

Warunek (1) równowazny jest warunkowi

(2) (l(O, x+ t· (f(x)- x» = 1,

który mozna (przyjmujacy = f(x» zapisac w postaci

(x+t(Y_X»2 = l.

Stosujac prawo rozdzielnosci iloczynu skalarnego wzgledem dodawania punktów, otrzymujemy
stad równanie kwadratowe wzgledemt:

t2(Y_X)'+2t·x· (y-x)+(x'-I) = O.

Mozna obliczyc, ze równanie to ma wyróznikD.x dodatni. oraz ze z dwóch jego pierwiastków
rzeczywistych dokladnie jeden jest niewiekszy odO. Ten pierwiastek ma postac

x E S} '* t" = O.

A wiec r jest retrakcja kuliKj. na sfereSj., co konczy dowód Twierdzenia 2·.
Warto wspomniec, ze zarówno Twierdzenia 1i 2, jak Twierdzenia I- i 2* przenosza sie na kule
n-wymiarowa i sfere (11- 1)-wymiarowa w przestrzeni n-wymiarowej (dla dowolnego11 ;;. 2).
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