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W poprzednich numerach Delty opisalismy, jak sensownie nasladowac niektóre geometryczne
i analityczne pojecia w geometrii algebraicznej, to jest dziale matematyki, zajmujacym sie
badaniem zbiorów okreslonych równaniami wielomianowymi . .Istotne trudnosci biora sie stad,
ze cialo K, z którego pochodza wspólczynniki wielomianów, nie musi byc cialem liczbowym,
a wtedy badane zbiory nie maja "naturalnej" struktury geometrycznej. Jej namiastke
otrzymalismy, definiujac zbiory domkniete w przestrzeniKn jako zbiory algebraiczne, a zbiory
otwarte - jako dopelnienia domknietych. Wzbogacilismy te strukture przez wprowadzenie
snopów funkcji. Interesuja nas teraz nie same przestrzenie topologiczne Zariskiego, ale te
przestrzenie wraz ze snopami funkcji wymiernych okreSIonych na podzbiorach otwartych.
"Krzywe" x2 +y2 = l i x3 + y3 = l sa takie same jako przestrzenie topologiczne, lecz maja
rózne snopy funkcji. W geometrii duze znaczenie ma lokalne badanie krzywej czy powierzchni,
to znaczy badanie jej wlasnosci wokól ustalonego punktu (a to z kolei znaczy: ... w dowolnie

malym otoczeniu tego punktu). W naszym abstrakcyjnym przypadku jest to znacznie utrudnione,
gdyz te "dowolnie male" otoczenia sa i tak bardzo duze: w topologii Zariskiego na krzywej
(opisanej przez wielomian nierozkladalny) otoczenie dowolnego punktu zawiera prawie
wszystkie punkty tej krzywej. Wykorzystujac fakt, ze ograniczamy sie do badania tylko funkcji
wielomianowych (a co najwyzej ilorazów takich funkcji), mozemy w sensowny i pozyteczny
sposób wprowadzic pojecie "nieskonczenie malego" otoczenia punktu i stosunkowo latwo
badac wlasnosci interesujacych nas obiektów na tych "malutkich" otoczeniach. Rozwazmy
najpierw punkt Xo na prostej liczbowejR. Rozpatrujmy tylko te funkcje, które sa nieskonczenie
wiele razy rózniczkowalne (w zwyklym sensie, znanym ze szkoly) w pewnym otoczeniu punktuXo.

Takimi funkcjami sa wielomiany, funkcje trygonometryczne, wykladnicze i logarytmiczne,
a takze funkcje wymierne, okreslone wXo. Wszystkie wymienione funkcje sa przykladami tzw.
funkcji analitycznych. Rozpatrzmy dwie nieskonczenie wiele razy rózniczkowalne funkcjeI i g.
Pojecie nieskonczenie malego otoczenia n-tego rzedu punktuXo jest tak dobrane, ze jest
prawdziwe nastepujace twierdzenie: funkcjeI i g sa równe na nieskonczenie malym otoczeniu
n-tego rzedu punktuXo wtedy i tylko wtedy, gdyI(xo) = g(xo), I'(xo) = g'(xo), ... ,/(n-l>(xo) =
= g(n-l>(xo). Mozna by to przyjac za pewnego rodzaju definicje takiego otoczenia. Im wiekszy
jest rzad nieskonczenie malego otoczenia, na którym dwie funkcjeI i g sa równe, tym "gladsze"
jest przejscie w punkcie(xo'/(xo» = (xo, g(xo» z krzywej y= I(x) na y = g(x).

Przyklad. Niech/(x) = O dla wszystkich x E R, zas

{e-I/x' gdy x> O, •g(x) = O gdy x.;; O.

Funkcje li g sa równe na kazdym nieskonczenie malym otoczeniu liczbyO (wszystkie pochodne
funkcji g w O sa równe O), jednak nie sa równe na zadnym "prawdziwym" otoczeniuO.

W przedstawionym opisie pojecia nieskonczenie malego otoczenia punktu uzywalismy tylko
pojecia "otoczenia" oraz zwrotu "rózniczkowac". Przedtem zas wyjasnilismy, co rozumiemy
przez "otoczenie" (ogólniej: zbiór otwarty) w abstrakcyjnych przestrzeniach Zariskiego oraz
wytlumaczylismy, co rozumiemy przez "pochodna". Jestesmy tym samym w stanie sformulowac
"uwiklana" definicje nieskonczenie malego otoczenia n-tego rzedu na kazdym zbiorze
algebraicznym. Okazuje sie nastepnie, ze przez swego rodzaju "przejscie graniczne" (przyn -+ (0)
po tych nieskonczenie malych otoczeniach otrzymujemy cos posredniego miedzy "duzym"
otoczeniem w przestrzeni Zariskiego a "malutkim" otoczeniem nieskonczenie malym. Daje to
nowa metode lokalnego badania zbiorów algebraicznych. Jest ona mozliwa tylko dzieki temu,
ze w klasie rozpatrywanych przez nas funkcji mozemy twierdzic, ze jezeli dwie funkcje sa takie
same na kazdym nieskonczenie malym otoczeniu pewnego punktu, to sa takie same na pewnym
"prawdziwym" otoczeniu. Opisany wyzej przyklad pokazuje, ze w ogólnym przypadku istnieja
funkcje, które tej wlasnosci nie maja.

Jednym z czesciej wykorzystywanych twierdzen geometrii rózniczkowej (opartej na zwyklej

geometrii prostej liczbowej) jest twierdzenie o funkcjach uwiklanych. W bardzo szczególnym
przypadku mówi ono, ze jezeli funkcjay = f(x) jest ciagla i rózniczkowalna (w zwyklym

. ) . k . h d ' dl ... d k .sensie w pewnym otoczemu pun tuXo I poc o nay = - Jest rozna o zera w pun cleXo,dx

to istnieje otoczenieU tego punktu, na którymIjest funkcja odwracalna, to znaczy zmienna
x da sie wyrazic jako funkcja zmiennejy na pewnym otoczeniuV punktu Yo = I(xo).

4



W przestrzeniach Zariskiego (w ich ubogiej topologii) twierdzenie to nie jest prawdziwe, o czym
mozna sie latwo przekonac juz na przykladzie funkcjiy = Xl. Wynikajaca stad trudnosc
zwiazana z niemoznoscia lokalnego "rozwiklania" funkcji udalo sie pokonac przez wprowadzenie
tak zwanej topologii irale. Nie jest to topologia w poprzednio (i powszechnie) uzywanym sensie
tego slowa - otoczenie etalepunktu x zbioru algebraicznegoX jest dosc skomplikowanym
obiektem algebraiczno-geometrycznym i poslugiwanie sietopologia etalewymaga juz pewnej
specjalizacji w geometrii algebraicznej. Przy okresleniu tej "topologii" jeszcze raz dochodzi do
glosu praktyczny formalizm, cechujacy dzis wiele dzialów matematyki. W matematyce jest dosc
latwo wprowadzac nowe pojecia, zwlaszcza wlasnie droga formalnego przeniesienia pojec juz

istniejacych na nieco inny zakres obiektów. Jednak czesto jest to tylko niczemu nie sluzaca
zabawa. Jedna z cech, jakie musi miec dobry matematyk, jest umiejetnosc odróznienia, które
pojecia sa warte uwagi, a które nie, które teorie beda sluzyc faktycznemu rozwojowi nauki,
a które sa marginesowa ciekawostka. Ze nie jest to latwe, swiadczy dobitnie historia geometrii

nieeuklidesowych - nie docenianych w XIX wieku, a dzis stanowiacych podbudowe teorii
(np. teorii wzglednosci) opisujacych rzeczywistosc fizyczna. Gdyby porównac zdobywanie nowych
obszarów matematyki do wspinaczki górskiej, nasunie sie nastepujaca analogia. Dobry wspinacz
musi miec opanowana technike pokonywania scianek, plyt, rys, kominów i przewieszek - ale
musi miec równiez wyczucie: ta rysa doprowadzi mnie na szczyt,li tedy dojde pod niemozliwy
do przejscia okap. Od matematyka wymagamy nie tylko pomyslowego i sprawnego rozwiazywania
zadanych zadan, ale (co z biegiem lat staje sie wazniejsze) wyczucia oraz opartej na intuicji
i doswiadczeniu orientacji w nieznanym terenie.
Opisana przez nas metoda wprowadzenia pojec analizy matematycznej i geometrii rózniczkowej
tam, gdzie jest to z pozoru niemozliwe, jest owocem wysilku kilku pokolen matematyków.
Droga, która oni szli, jest kreta i wydaje sie, ze mozna ja uproscic, aby nastepni mogli pójsc
jeszcze dalej.

Zadania
Redaguje mgr Andrzej M AKOW SKI
M 136. Udowodnic, ze jezeli obwody scian czworoscianu sa równe, to sciany sa trójkatami
przystajacymi.

Rozwiazanie na str. 16 .
M 137. Wyznaczyc wszystkie pary niepustych podzbiorówA i B zbioru liczb calkowitych Z
majace nastepujace wlasnosci:
l) Z = A v B i co najmniej jeden ze zbiorówZ-A i Z - B jest niepusty ,

2) suma dwóch liczb nalezacych do tego samego podzbioru nalezy doA, suma dwóch liczb
nalezacych do róznych podzbiorów nalezy daB.
Rozwiazanie na str. 16
M 138. Na okregu wybrano piec róznych punktówP, Pll Pl, P3, P4, dla których zachodza
równosci

:re

~ P1PPl = ~ P1PP3 = ~ P3PP4 = -.
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Udowodnic, ze punktyPll P2, P3, P4 sil wierzcholkami kwadratu.
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI
F 46. W poprzednim zadaniu istotna role odgrywala analiza wymiarowa. Metodami analizy
wymiarowej mozna udowodnic wiele zaleznosci, jednak czasami - przy riieumiejetnym jej
stosowaniu - mozna popasc w tarapaty. Oto przyklad rozumowania prowadzacego na manowce.·
Wezmy pod uwage nieskonczona, cienka, prostoliniowa nic naladowana w ten sposób, ze liniowa
gestosc ladunku (czyli ladunek przypadajacy na jednostke dlugosci)1] jest stala. Interesuje naS
pole elektryczne E w przestrzeni wokól nici, a konkretnie w punkcie od~alonym od nici or.
Dla. ustalenia uwagi rozwazania bedziemy przeprowadzac w ukladzie CGS. Najpierw wyznaczmy
potencjal. Jedynymi parametrami charakteryzujacymi nasz uklad sa: gestosc ladunku1]

o wymiarze pierwiastka kwadratowego z dyny oraz odlegloscr o wymiarze cm. Mozna by wiec
sadzic, ze wielkosci te powinny wystarczyc do wyznaczenia potencjaluV(r). Innymi slowy, mozna
by sadzic, zeV(r) powinno byc suma wyrazen postaci: stala .1]i • ri. Wymiarem potencjalu jest
pierwiastek kwadratowy z dyny. Jedynym wyrazeniem podanej postaci majacym wlasciwy wymiar,

jak latwo sprawdzic, jest po prostu stala'1]1• rO czyli stala' 1]. Zatem V(r) = stala' 1].

Widzimy wiec, ze potencjal V(r) w ogóle nie zalezy odr. Wynika stad, ze pole elektryczne wokól
nici jest równe zeru, co jest oczywista nieprawda, gdyz dobrze wiadomo, ze pole elektryczne
pochodzace od jednorodnie naladowanej nici jest odwrotnie proporcjonalne dor.

. Sprawdzcie, czy podane wyzej rozumowanie równiez w ukladzie SI prowadzi do paradoksu
i spróbujcie wyjasnic, gdzie zostal popelniony blad.
Rozwiazanie na str. 11
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