
up
move (a, a)
down

move (-a, -a)
up
move (-a, a)
down

move (a, -a)
up
end

Mechanika,
komputer,
czlowiek (III)
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Pro/. dr Dominik ROGULA

Algorytmy, obliczalnosc i rozstrzygalnosc

Przykladów algorytmów dostarcza w obfitosci arytmetyka - wykonywanie
dzialan podstawowych, wyszukiwanie liczb pierwszych itp. Jako inny przyklad
przytoczymy pewien algorytm rysowania na kartce papieru.
Niech operacjami podstawowymi beda:
up - podnies rysik (tak by nie dotykal kartki),
down - opusc rysik (tak by dotykal kartki), /
move (a, b) - przesun (prostoliniowo) rysik do punktu o wspólrzednych (a, b),
end - zakoncz.
Wówczas ciag instrukcji na marginesie przedstawia algorytm rysowania
znaku x o srodku w punkcie (O,O) i dlugosci ramieniaa.
Intuicyjne pojecie algorytmu jest dosc jasne: algorytm to zupelnie jednoznacznie
okreslona procedura, czyli sposób postepowania. Algorytm nie moze - w zadnej
sytuacji, której dotyczy - pozostawiac watpliwosci, czy dalej postapic tak,
czy inaczej. Musi tez jednoznacznie okreslac swe zakonczenie.
Poszczególne "kroki" algorytmu musza byc efektywnie wykonalne, dajac
zawsze ten sam wynik, przynajmniej w zakresie istotnym dla zadania, którego
algorytm dotyczy.
Mimo to, pojecie algorytmu jest na tyle pierwotne w ludzkim pojmowaniu
spraw tego swiata, ze nie oczekujemy, iz jakas uznana galaz nauki dostarczy nam
jego scislej definicji. Zamiast tego mamy szereg formalnych odpowiedników
intuicyjnego pojecia algorytmu.
Mówiac o algorytmie, abstrahujemy od materialnej strony jego realizacji
(liczydlo, palce, napisy). Dlatego zamiast mówic o obiektach, których dotyczy
algorytm, i o sytuacjach, w jakich obiekty te uczestnicza w kolejnych stadiach
algorytmu, mozemy mówic o znakach, które w jakikolwiek umowny sposób
oznaczaja te obiekty i sytuacje. Algorytm widziany od tej formalno-lingwistycznej
strony, to dokladnie okreslony przepis na dokonywanie zmian w ciagu znaków.
Przyjmuje sie przy tym, ze zbiór znaków dopuszczalnych w tych napisach
(czyli tzw. alfabet) jest skonczony, same napisy sa skonczone, no i oczywiscie
opis regul okreslajacych algorytm tez jest skonczony. Rodzaj znaków alfabetu,
ani nawet ich liczba, nie sa przy tym istotne, a to wskutek mozliwosci
jednoznacznych i prostych przekodowan napisów.
Mozliwa jest takze "arytmetyzacja" algorytmów. Majac dowolny alfabet

A = {atoa2, ... ,an}

mozemy rozpatrywac (nieskonczony) zbiórslów nad tym alfabetem, to znaczy
zbiór wszystkich skonczonych ciagów utworzonych ze znakówaj nalezacych doA.
Zbiór slów nad alfabetemA oznaczymy przezA*. Wprowadzajac do alfabetuA
dowolne uporzadkowanie, np. takie ze

al < aj == i ~j,

mozemy juz jednoznacznie uporzadkowac zbiórA *. Slowa o tej samej ilosci
znaków porzadkujemy w sposób leksykograficzny i umawiamy sie, ze slowo
krótsze jest zawsze wczesniejsze od dluzszego. Kazde slowo, nadA ma wówczas
dokladnie okreslony numerk > O,a kazdy taki numer wyznacza dokladnie
jedno slowo nadA. Nadajac slowu pustemu numer O, otrzymujemy wzajemnie
jednoznaczna relacje miedzy ciagami znaków a liczbami naturalnymi. Dzialanie
dowolnego algorytmu mozna wiec równiez jednoznacznie przedstawic jako
przeksztalcenie liczb naturalnych.
Z pojeciem algorytmu wiaze sie caly szereg pojec pochodnych. Nalezy do nich
przede wszystkim pojecie funkcji obliczalnej. NiechA, B beda alfabetami
i niech

f: A* -+ B*

bedzie funkcja czesciowa (tzn ..okreslona na ogól tylko dla niektórych slów
nad A, nie koniecznie na calym zbiorzeA*). Funkcje te nazywamyobliczalna,
jezeli istnieje taki algorytm, ze dla kazdegos E A*, dla którego funkcjaf jest
okreslona, wynikiem dzialania tego algorytmujestf(s).
Podobnie okreslamy pojecie obliczalnosci dla funkcji arytmetycznychf: N ...:.N,
tzn. okreslonych w zbiorze liczb naturalnych i przybierajacych wartosci naturalne.
Z uwagi na mozliwosc wzajemnego "przekladu" klasa formalno-lingwistycznych
funkcji obliczalnych wyznacza klase arytmetycznych funkcji obliczalnych
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Przepisy obliczeniowe, zawierajace
dzialania na dowolnych liczbach

rzeczywistych, nic sa algorytmami w sensie
okreslonym wyzej. SCisle rozumiane

dzialania na dowolnych liczbach

rzeczywistych nie spelniaja bowiem warunku
efektywnosci, gdyz nie sa wykonalne
w .konczonej liczbie kroków. Rachunki

przyblizone sa oczywiscie algorytmizowalne,

ale wymaga to sprecyzowania sposobu
traktowania przyblizen. Po takim zabiegu

przepis obliczeniowy staje sie algorytmem

i wówczas daje sie reprezentowac przez

pewne operacje na liczbach naturalnych.

i vice versa. Mozemy wiec uznac, ze mamy w gruncie rzeczy jedno ogólne pojecie
obliczalnosci funkcji. Dotyczy to takze funkcji wielu zmiennych, a to dzieki
istnieniu efektywnych wzajemnie jednoznacznych odwzorowan postaci

NxN +-+N, NxNxN +-+N

etc., pozwalajacych wzajemnie jednoznacznie odwzorowac zbiory par,
trójek, etc. liczb naturalnych na zbiór liczb naturalnych. Innym waznym
pojeciem jest pojecie rozstrzygalnosci predykatów. Predykat to nazwa
wlasnosci; zdanie orzekajace, ze: "przedmiotx ma wlasnoscP", zapisujemy
w skrócie jako P(x).
Predykat P o dziedzinieD nazywamyrozstrzygalnym, jezeli istnieje algorytm,
który dla kazdegox E D pozwala rozstrzygnac czyP(x), czy nie P(x).
O rozstrzygalnym predykacie mozemy mówic, ze wyraza on wlasnosc lub
relacje rozstrzygalna.
Majac zdefiniowane pojecie rozstrzygalnosci predykatu mozemy natychmiast
zdefiniowac pojecie zbioru rozstrzygalnego. Mianowicie mówimy,
ze zbiórX c D jest rozstrzygalny (wzgledemD), jezeli predykat Px
zdefiniowany przez

df
PX(X)'=X EX

jest rozstrzygalny. Równowazna definicje otrzymujemy korzystajac wprost
z pojecia obliczalnosci: zbiór jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego
funkcja charakterystyczna (równa1 dla elementów nalezacych do zbioru
i O dla pozostalych) jest obliczalna .
Pojecie rozstrzygalnosci jest wiec szczególnym przypadkiem pojecia obliczalnosci,
sprowadza sie ono bowiem do obliczalnosci funkcji o wartosciach
zero-jedynkowych (logicznych, badz arytmetycznych).
Wszystkie powyzsze pojecia maja charakter nieformalny. Jednakze wszystkie one
moga byc uscislone. Oczywiscie uscislone pojecia zawsze róznia sie od ich
pierwowzorów intuicyjnych. Za triumf teorii algorytmów mozna jednakze
uznac fakt, ze dokonane na wiele róznych sposobów uscislenia okazuja sie
formalnie wzajemnie równowazne. Takimi sa np. pojecia obliczalnosci
w sensie Turinga, A-definiowalnosci Churcha,f1. -rekursywnosci Kleene' go,
ogólnej rekursywnosci i wiele innych.
Algorytm jest zawsze algorytmem czegos, przepisem na wykonywanie
pewnego zadania, jak rozwiazywanie ·równania kwadratowego, tlumaczenie
programu z jezyka FORTRAN na kody wewnetrzne maszyny cyfrowej,
wykonywanie pewnych rysunków. W trakcie realizacji algorytmu nastepuje
przeksztalcenie pewnej sytuacji wejsciowej w wyjsciowa, czyli "danych"
w "wyniki". W sytuacji, kiedy algorytm jest narzedziem dzialania, a nie
obiektem studiów, sama struktura algorytmu jest mniej wazna niz
wykonywane zadanie, czyli funkcja

dane -+ wyniki.

Kazda taka funkcja okreslona przez wyniki realizacji pewnego algorytmu jest,
zgodnie z podanymi wyzej definicjami, funkcja obliczalna.
Takie okolicznosci powoduja, ze oprócz tego rygorystycznego pojecia
algorytmu, które omówilismy powyzej, celowe moze byc wprowadzanie pojec
opartych na zlagodzonych wymaganiach co do zdefiniowania postepowania
w kazdej sytuacji, która moze sie zdarzyc w trakcie wykonywania algorytmu.
W pewnych sytuacjach mozliwe sa bowiem rózne warianty postepowania,
które jednak róznia sie w sposób nieistotny w tym sensie, ze prowadza do tego
samego wyniku. Zdarza sie to juz w najprostszych dzialaniach arytmetycznych:
np. instrukcja "oblicz sume liczba, b, c" jest calkiem jednoznaczna, jesli
chodzi o wynik, lecz z punktu widzenia dzialan elementarnych algorytmem
nie jest, bo nie okresla kolejnosci poszczególnych operacji dodawania.
Dopuszczenie tego rodzaju swobody wyboru postepowania w szczególach
nie majacych wplywu na wynik prowadzi do rozszerzenia pojecia algorytmu.
Poslugujac sie tak ro1;szerzonym pojeciem algorytmu nalezy jednak pamietac,
ze jest ono rÓZneod pojecia rygorystycznego, i ze ta róznica czasem moze okazac
sie wazna. Jezeli przez maszyne rozumiec uklad, który nie jest w stanie
dokonac wyboru - ani w sposób przypadkowy, ani metodyczny - to maszyna
taka moz~ realizowac algorytmy tylko w sensie rygorystycznym.
Natomiast pojecia takie jak "zadanie algorytmizowalne" (tzn. majace
algorytm wykonywania), "funkcja obliczalna" itp. nie ulegaja zmianie
przy takim rozszerzeniu pojecia algorytmu. Kazdy bowiem algorytm rygorystyczny
jest algorytmem w sensie rozszerzonym, a kazdy algorytm w sensie rozszerzonym
mozna "przeoJbic" na algorytm rygorystyczny, realizujacy te sama funkcje·
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