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Rozwiazanie zadania M 166.

Zauwatroy, te 2'10+5'10 = 70, a wiec

jeteli liczby naturaloe x i y spelniaja

rówoanie 2.~+5y = 70, to 2(x- 10) =
= 5(l0 - y). Poniewat liczba 511O- y) jest

podzielna przez 2 oraz 2 i 5 sa wzglednie

pierwsze, wiec 21lO-1' czyli 10-1'"= 2/,
gdzie / jest pewna liczba calkowita. Jest

wiec 2(x-IO) ,= 5·2· /, x- lO -" 5/, skad

x = 10+51, a poprzednio otrzymalismy
równosc y = 10- 21.Zadanie sprowadza

sie wj~ do wyznacLenia najwiekszej

wartosci sumy 1l0+S/)+(10-2/) =
= 20+3/, gdzie / j •• t liczba ciilkowita

spelniajaca nierównosci 10+5/ > O
i 10-2/ > O czyli -2 < t < S. Funkcja

I - 20 + 31 je)( rosnaca, a wiec dla

calkowitych "'duoki t L przedLi~t.lu (- 2, S)

przyjmuje naj\,,'j~k~.la"'artos~ dlat =: 4.
Wartoscia ta jest 32.
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Niektóre zadania p'rowadzace do wyznaczania ekstremów (tzn. maksimów i minimów) funkcji
wielu zmiennych mozna rozwiazac stosujac pewne nierównosci, a wiec srodkami bardziej
elementarnymi niz te, które sa zwykle wykladane w podrecznikach analizy matematycznej.
Nie majac tu pretensji do opisania wszystkich elementarnych metod wyznaczania ekstremów
opartych na nierównosciach, ograniczymy sie do podania przykladów zastosowan nierównosci
majacych swe zródlo w wypuklosci pewnych funkcji.
Funkcje rzeczywistaf zdefiniowana na pewnym podzbiorze ciala liczb rzeczywistych nazywamy
wypukla w dól na przedzialeI (zawartym w dziedzinie tej funkcji), gdy spelnia ona
nastepujace warunki:

(W 1) funkcja f jest ograniczona na kazdym przedziale domknietym i ograniczonym zawartym wI,
(W z) dla dowolnych róznych liczb Xl'X z e I zachodzi nierównosc

f( ~ (Xi +xz») < ~ (f(xl)+f(xz».

Definicje funkcji wypuklej w góre otrzymujemy zatrzymujac warunek (W 1) i zastepujac
w warunku (Wz) znak < znakiem>. Zatem funkcjag jest wypukla w góre, gdy funkcja-g
jest wypukla w dól. Czytelnik moze latwo zinterpretowac geometrycznie wypuklosc funkcji.
W podanych nizej przykladach sprawdzenie. warunku (W 1) nie przedstawia trudnosci, dlatego
zajmujemy sie sprawdzeniem tylko drugiego warunku.
Przyklady.
a) Funkcja sinusjest wypukla w góre na przedziale (O,n). Istotnie jesli wezmiemy pod

uwage X1tXz e (O, n) takie, ze Xl ~ .\"z, to 0< cos( ~(XI-XZ») < l, a wiec

~ (sinxl +sinxz) = sin( ~ (Xl +xz) )cos( ~ (Xl -Xz») < sin (~ (Xl+xz»).

b) Funkcje X -+ x"', gdzie m> l jest liczba calkowita, sa wypukle w dól dlaX ;;l: O.
Sprawdzenie, ze funkcjaX -+ XZjest wypukla w dól pozostawiamy Czytelnikowi. Zalózmy,
ze funkcja X -+ X"' jest wypukla w dól na rozwazanym przedziale. Wykazemy wypuklosc
funkcji x -+ x"'+1. Niech Xl, Xz beda róznymi liczbami nieujemnymi. Poniewaz

(x'i'-~(XI-XZ) > Ozatemxlx';+xzx'i' < x'i'+1+x'i'+1.

Korzystajac z tej nierównosci i z wypuklosci funkcjix -+ x"' otrzymujemy

( l )"'+1 l l-(Xl+XZ) < -(x'i'+x'i')«Xl+XZ)< -(x'i'+1+x'i'+1).
2 4 2

c) Funkcje wykladniczex -+ a" (O < a:F l) sa wypukle w dól w zbiorze wszystkich liczb

~ :'.! !. ("1 +".> l
rzeczywistych: gdyXl ~ Xz to (aZ _aZ)Z > ° a wiec aZ < 2(a"l +a"')'

Zadanie. Pokazac, ze funkcjex -+ y xZ+hz, dla h :F Osa wypukle w dól w zbiorze liczb
rzeczywistych.
W rachunku rózniczkowym funkcji zmiennej rzeczywistej podaje sie warunki dostateczne na
wypuklosc funkcji; powyzsze przyklady pokazuja, ze w prostych przypadkach mozna
wypuklosc funkcji sprawdzic bezposrednio. Podstawowa nierównoscia, z której bedziemy
korzystali, jest podana nizej nierównosc Jensena.
Twierdzenie Jensena.Niech f bedzie funkcja wypukla w dól na przedzialeI iniechPl, ... ,p.

bedzie ciagiem liczb rzeczywistych spelniajacym warunki:

p/ > ° (1~· i ~n) oraz Pl + +P. = l.

f(PIXl + o" +P.x.) ~ Pt!(Xl)+ +p.f(x.)

dla dowolnych liczbXl, ... , X. e I. Równosc ma miejsce tylko wtedy, gdyXl = ... = X•.

Dowód powyzszego twierdzenia WYffiagablizszego zbadania pojecia wypuklosci i wykorzystuje
pojecie ciaglosci. Tutaj udowodnimy nierównosc Jensena tylko dla przypadku, gdy liczby
Pl, ... ,p. sa WYffiierne.Dowód przeprowadzimy w trzech krokach.
I. Zalózmy, ze Pl = ... = P. = 1/2"', gdzie m ;;l: l jest liczba calkowita. W tym przypadku

nierównosc Jensena ma postac: f(_l_(Xl + ... +xz-») ~ ~ (!(Xl)+ ... +(f(xz-».. ~ ~

Powyzsza nieró~nosc udowodnimy indukcyjnie wzgledemm. Gdy m = l nierównosc
redukuje sie do warunku (W z). ZalóZmY wiec, ze nierównosc jest prawdziwa dlam;;l: l

i niech X1t ... ,X2_+1 e I.

( l ) ( l (Xl + ... +xz"' x2",+1 + ... +X2"'+ 1))Mamy f 2-+1 (Xl + ... +X2",+1) =f 2" 2- + 2- ~

~( (Xl+'" +xz-)+f(X2-+1+'" +X2",+1)) ~ 1+1(f(Xl)+ ... +f(X2_+1»'~2f 2- 2"' ~
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Roz';iazanie za(lania M 168.

Zadanie to mozna rozw~azac stosujac

rachunek rózniczkowy. Pokazemy tu jednak,

jak mozna uniknac stosowania go,

wykorzystujac twierdzenie o sredniej

geometrycznej i arytmetycznej:

Dla dowolnych licLb dodatnich aj,a2, .•. , On

zachodzi (por. art. A. Ploskiego) nierównosc

(al az ... GrI)l/1l ~ ~1.~,~22_~.:~~.~~ ,przyn

czym nierównosc ta staje sie równoscia

tylko w przypadku, gdy wszystkie liczbya,
sa równe.
Zastosowanie tego twierdzenia do liczb

x, x, 1- x, 1- x nie da zadanego efektu:

[I ]; ( 3 )'x'(I-x)3" 5" (3-x) " ·S '

aby zas zachodzila równoscx'(I- X)3 =

= (~rmusialoby byc x = I - x, czyli

x = ~, wtedy zas badana funkcja

, ... (I)'przYjmUje wartosc 2'

Zastosujemy wiec pewien trik: zachodzi
równosc

l-x l-x l-x
x2(1- X)3 = ax' ax' -;'2,!' ;li/i az---;J'·

Dobierzemy teraz odpowiednia wartoscQ.

Zastosujemy twierdzenie o sredniej

geometrycznej i arytmetycznej

(ax)' (I~X.)J" (_~':lX:!:3--:3X )',a2/3 Sa2 j3

dla takiej wartosci a, dla której po prawej
stronie nierównosci wspólczynnik przyx

( 3 )' J'staje Sie zerem, czyli dla 00 = -2
Dla tej wartosci II ostatnia nit::równosc

staje sie równoscia tylko dla takiej

,. dl ó' I-x
wartoscI x, a kt rej GOX = '--2/3'

ao

, ~ 13 . ( 3 )czyh(ao +1)x=I, T+I x=I,

x = .~, Dla innych wartosci x E (O, 1)
5

(1- ')3 ( 3 )'
mamy (aox)'· ~. < .. --.

a5/3 5a5/~

Tak wiec funkcja f przyjmuje w przedziale

(O, I) maksymalna wartosc dlax = .} .

(2) 2' ,33Jest nia f 5" = "5'5"

Posluzylismy sie tu warunkiem (W z) a nastepnie zalozeniem indukcyjnym. Nierównosci ~

mozna zastapic przez równosci tylko wtedy. gdyXt + ... +Xz'" = x2'"+! + ... +X2,"+1o

Xl = ... = Xz'" oraz X2,"+1 = ... = X2'"+t. a wiec wtedy, gdyXl = ... = X2,"+1'
Ta uwaga konczy dowód twierdzenia Jensena w rozwazanym przypadku.

(Xl+"'+X') lII. Pokazemy, zel ---- < -(f(Xl)+ ... +/(x.» dla dowolnego ukladu. n n
nierównych liczbXl •••• , x. e l. W tym celu obierzmy liczbe calkowitam taka, ze 2'"> n
i zastosujmy udowodniona w I nierównosc do ukladu2'" liczb:l l

Xl, ... , X., - (Xl + ... +x.) •...• - (Xl + ... +x.),n n
w którym ostatnia liczba wystepuje2'"-n razy. Mamy:

(1( 2'"-n ) 1( (Xl+"'+X.))I 2" Xl+ ... +x.+-;-(Xl+". +x.) < 2'" I(Xl)+'" +/(x.)+(2'"-n)f n .

Stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy zadana nierównosc.
III. Niech teraz Pl, ... ,p. bedzie ciagiem liczb wymiernych dodatnich takim, zep l + ... +p•. = l
i niech Xl •••• , x. e I bedzie ciagiem liczb rzeczywistych nierównych. Mozemy napisac:

k
P, = -.!... (1 ~ i ~ n) gdzie 0< k, < I, sa liczbami naturalnymi. Oznaczmyl = 11' .... l.

I,
i zastosujmy nierównosc udowodniona w czesci II dowodu do ciaguXl, ... , Xl •... , X., ... , X.,

kil
w którym liczba x, wystepuje - = k,Il'" . 1,_11,+ l' ...• l. razy.

l,

(' II ) (1 II kI) " kI III L PIX, = I 7L iXI < +L -i: f(x) = Lp.!(x.).
1=1 1=1 1=1 1=1

co konczy dowód nierównosci Jensena dla przypadku. gdy Pl....• p. sa liczbami wymiernymi.
W dowodzie powyzszym korzystalismy tylko z warunku (Wz) definicji funkcji wypuklej w dól,
warunek (Wl) jest niezbedny do dowodu twierdzenia w calej ogólnosci.
Rozwazmy teraz kilka zadan o maksimach i minimach:
Przyklady.
a) W zbiorze wszystkich n-katow wpisanych w dane kolo o promieniur > ° wyznaczyc wielokat

o polu maksymalnym.
Rozwazmy dowolny n-kat wpisany w kolo o promieniu r i niechXlo ...• X. beda miarami
katów srodkowych opartych na kolejnych bokach wielokata. Zatemx, e <0,n) orazl
x, + ... +X. = 2n. Pole rozwazanego wielokata dane jest wzorem -rZ(sinxl+ ... +sinx.).

2

Stosujac nierównosc Jensena do funkcjisinuswypuklej w góre na przedziale <0,n) i liczb
l l l 2n

Pl = ... = P. = - otrzymujemy:- (sinxl+ ...+sinx.)~ sin - (Xl + ... +x.) = sin -,
n n n n

l 2n
zatem pole n-kata wpisanego w kolo o promieniu r jest nie wieksze od -rZn sin -, przy czym} n

maksimum jest osiagniete gdyXt = ... = x••a wiec rozwiazaniem zadania jest n-kat foremny.
b) Na plaszczyznie dany jest trójkat o bokach a, b, c. Niech h> ° bedzie liczba rzeczywista

i rozwazmy zbiór wszystkich ostroslupów o wysokosci h, których podstawa jest dany trójkat.
Nalezy wyznaczyc ostroslup nalezacy do rozwazanego zbioru o minimalnym polu powierzchni bocznej.
Ostroslup z rozwazanego zbioru jest jednoznacznie wyznaczony przez podanie rzutuM jego
wierzcholka na plaszczyzne trójkata. Polozenie punktuM jest okreslone przez podanie odleglosci

x, y, z punktu M od odpowiednich boków trójkata. przy czym kazda z tych odleglosci bierzemy
ze znakiem plus, gdy punktM lezy z tej samej strony odpowiedniego boku, co caly trójkat,
ze znakiem minus - w przeciwnym wypadku. Mamy:ax +by+ cz = 2P, gdzie P oznacza
pole trójkata. Natomiast pole powierzchni bocznej ostroslupa dane jest wzorem:

2.(aYxZ+hZ +byyz+h2 +cYz2+hZ).2

Funkcja y X2 +hZ Jest wypukla w dól, zatem na mocy nierównosci Jensena

y(px+qy+rz)z+hz ~ p yx2+hz +q yy2+h2+ryz2+hz
a

dla liczb dodatnich P, q, r spelniajacych warunekp +q+r = l. Podstawiajac p = ----,a+b+c
b c

q = m - .. n. oraz r = ---- i korzystajac z nierównosciax+by+cz~ 2P otrzymujemy:
a+b+c a+b+c

(a+ b+c) .• f __4P_z_ +hZ ~ a y-xz-+-h-z+b y y-2-+-h-z+ c y-zz-+-h-z,V (a+b+ c)Z

przy czym równosc zachodzi tylko w przypadku gdyX = y = z, a wiec minimalne pole
powierzchni bocznej ma ostroslup, którego rzut wierzcholkaM jest srodkiem kola wpisanego
w dany trójkat.

Zadanie.Wyznaczyc minimum sumy m-tych poteg:x'i'+ ... +x::' liczb niel,tjemnych X,

zakladajac, ze ich suma a jest stala i dodatnia.

II



11

't1 ::2

hie.,.~r,h;<l?

Niech terazp" ... ,P. bedzie ciagiem liczb spelniajacych zalozenia twierdzenia 'Jensena.
Wykazemy nastepujaca nierównosc:
Nierównosc dla sredniej geometrycznej.Dla dowolnych Xl > O•...• X. > O: xl' '" x=.~

~ PIXl + ... +P.x. przy czym równosc ma miejsce tylko wtedy. gdyXl = ... = X•.
Dla dowodu wystarczy obrac liczbyt, (1 ~ i~ n) tak. zeX, = lO', i zastosowac nierównosc

Jensena do funkcji wykladniczejt --+ 10' wypuklej w dól w calym zbiorze liczb rzeczywistych .
. 1 • 1

Zauwazmy,zedlapl = ... =P. =-otrzymujemynierównoscji'xl' ....X.~-(Xl+ ... + x.). któran . n

orzeka. ze srednia geometryczna skonczonego ukladu liczb nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Mozemy teraz latwo udowodnic nastepujace:
Twierdzenie (maksimum iloczynu przy stalej sumie)Jesli Suma n liczb dodatnich

X" ...• x.jest stala. to iloczyn x" ...• x:. gdzie q" ...• q. sa dowolnymi liczbami dodatnimi

.. k "d . l'k d d Xl X.ma nojWle sza wartosc wte y l ty o wte Y. g y- = ... = -.
ql q.

Dowód: Polózmy c = Xl + ... +x •• q = ql + .,. +q.; stosujac nierównosc dla sredni~j

geometrycznej otrzymujemy: (~l)~ ... (.:~)~ ~~. stad(~)q, ...(_'X_. )q.~ (~)q;"1 q. q ql q. q
iloczyn x" ... x:. jest najwiekszy. gdy najwiekszy jest iloczyn po lewej stronic ostatniej

' .•.. d x, X •. merownoscl. a WIec g Y - = ... =-
ql q.

Dowód twierdzenia podanego nizej przebiega podobnie.
Twierdzenie (minimum sumy przy stalym iloczynie).Jezeli iloczyn x" ... x:. jest staly. to

, ... " d x, X.suma Xl + ... +x. ma najmnzejsza wartosc. g y- = ... = -.
ql q•

.Przyklady.
a) Sposród wszystkich trójkatów o danym obwodzie wyznaczyc trójkat o najwiekszym polu

Niech 2p bedzie obwodem trójkata o bokachx, Y. z; kwadrat jego pola jest dany wzorem Herona:
p(p-x)(P-y)(P-z). Poniewaz (P-x)+ (P-y)+ (p-z) = p ip-x > O,p-y > O.P-z > O•.

zatem iloczyn(P-x)(P-y)(P-z) jest najwiekszy. gdyp-x = p-y = P-z. a wiec /
rozwiazaniem zadania jest trójkat równoboczny.

b) Sposród wszystkich prostopadlosciaf1ów o danej objetosci wyznaczyc prostopadloscian
o najmniejszym polu powierzchni.Niech v bedzie objetoscia prostopadloscianu o krawedziach
x. Y. z.Pole powierzchni prostopadloscianu jest zatem równe2(xy + xz+ yz). Poniewaz
(xy)(xz)(yz) = v1 oraz xy> O. xz > O. yz > O zatem sumayx+yz+xz jest najmniejsza.
gdy xy = xz = yz, a wiec gdy X = y = z. Rozwiazaniem zadania jest szescian.
Proponujemy Czytelnikowi rozwiazanie podanych nizej zadan.
Zadania.

1) Znalezc najwieksza wartosc funkcjisinx+siny-sin(x+ y) w trójkacie ograniczonym
osiami x, y i prosta x+ y = 271'.

2) Sposród wszystkich prostopadloscianów o danym polu powierzchni wyznaczyc
prostopadloscian o najwiekszej objetosci.
2) Niech P. q beda liczbami dodatnimi. Znalezc maksimum funkcji (cosx)'(sinx)l
w przedziale (O,2n).

__ Zadania
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
M 166. Wyznaczyc najwieksza wartosc sumy liczb naturalnychX Ly spelniajacych
równanie 2x+5y = 70.
Rozwiazanie na str. 10
M·167. Na plaszczyznie dana jest prostak oraz punkty A i B lezace po róznych jej stronach.
Wyznaczyc na prostejk plII'I1Ct X, dla którego IAX-BXI przyjmuje wartoSC najwieksza.
Rozwiazanie na str 7.
M 168. Funkcja f jest okreslona na przedziale(O, 1) wzoremf(x) = x1(1-x)3. Obliczyc
najwieksza wartosc tej funkcji.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje dr Wald(>marGORZKO WSKI

F 55. Napiecie powierzchniowe na plaskiej granicy krysztalu i roztworu zalezy od orientacji
tej granicy wzgledem kierunków krystalograficznych.
Napiecia powierzchniowe krysztalu pokazanego na rysunku, znajdujacego sie w roztworze
nasyconym tej samej substancji. z której zbudowany jest krysztal. na wzajemnie
prostopadlych scianach wynosza odpowiednio/1" /11 i /11. Krysztal znajduje sie w stanie
równowagi termodynamicznej z roztworem. Nalezy wyznaczyc stosunek krawedzia/c.
Wplyw sily ciezkosci na krysztal i roztwór zaniedbujemy.
Rozwiazanie na str. 4
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