Nierownosci elementarne i ekstrema

lekejo?

(]

Rozwigzanie zadania M 166.

Zauwazmy, 2e 2 104+5- 10 = 70, a wigc
jezeli liczby naturalve x iy spelniaja
réwnanie 2x+ 5y = 70, to 2{x—10) =

= 5(10—p). Poniewaz liczba S5(10—y) jest
podzielna przez 2 oruz 2 i 5 sa wzglednie
pierwsze, wige 2]10—» czyli 10—y = 21,

gdzie 1 jest pewng liczbg calkowita, Jest
wige 2{x=10) = 5-2+1, x—10 = 5t, skad
x = 10+ 51, a poprzednio otrzymalismy
réwnodéé y = 10— 21 Zadanie sprowadza
sig wige do wyznaceenin najwicksieej
wartosci sumy (10+50)+(10=2r) =

= 20+ 31, gdzic 1 jest liczby calkowita
spelnisjgeg nierdéwnosci 10+ 5t > 0

i10—=2r > 0 ceyli —2 < t < 5. Funkcia

f -+ 20+ 3 jest rosogen, a wiee dla
calkowitych wartosei 1z preedeinlu (-2, 5)
preyimuje najwickssq wartose dla = 4,
Wartoscia Ly jest 32,

Dr Arkadiusz PEOSKI

Niektére zadania prowadzace do wyznaczania ekstreméw (tzn. maksiméw i miniméw) funkcji
wielu zmiennych mo#na rozwigzac stosujgc pewne nierownoéci, a wigc srodkami bardziej
elementarnymi niz te, ktore sg zwykle wykladane w podrgcznikach analizy matematyczne;j.

Nie majac tu pretensji do opisania wszystkich elementarnych metod wyznaczania ekstremow
opartych na nierdéwnosciach, ograniczymy si¢ do podania przykladow zastosowan nieréwnosci
majacych swe Zrodlo w wypuklosci pewnych funkciji.

Funkcje rzeczywista f zdefiniowana na pewnym podzbiorze ciala liczb rzeczywistych nazywamy
wypukia w dol na przedziale I (zawartym w dziedzinie tej funkcji), gdy spelnia ona
nast¢pujgce warunki:

(W,) funkcja f jest ograniczona na kazdym przedziale domknig¢tym i ograniczonym zawartym w I,
(W;) dla dowolnych réznych liczb x,, x; € I zachodzi nieréwnosé

1
f(';- (x1 +X:)) < 2 (f(x)+1(x3)).

Definicj¢ funkcji wypuklej w gore otrzymujemy zatrzymujac warunek (W,) i zastepujac

w warunku (W;) znak < znakiem >. Zatem funkcja g jest wypukla w gore, gdy funkcja —g
jest wypukla w dél. Czytelnik moze latwo zinterpretowaé geometrycznie wypuklo$é funkcji.
W podanych nizej przykladach sprawdzenie warunku (W,) nie przedstawia trudnosci, dlatego
zajmujemy si¢ sprawdzeniem tylko drugiego warunku.

Przyklady. C

a) Funkcja sinus jest wypukla w gore na przedziale {0, ). Istotnie jesli wezmiemy pod

1
uwage x;, x; € {0, n) takie, Ze x; # x3,t0 0 < cos (7 (x, —x,)) < 1, a wiee

%(sinx; +sinx;) = sin(—; (xy +x,)) cos(% (x: —x,)) < sin ( % (xy +x,)).

b) Funkcje x —+ x™, gdzie m > 1 jest liczbg calkowita, sa wypukle w dét dla x = 0.
Sprawdzenie, 7e funkcja x — x? jest wypukla w dol pozostawiamy Czytelnikowi. Zalézmy,
7e funkcja x — x™ jest wypukia w dol na rozwazanym przedziale. Wykazemy wypukloéé
funkcji x — x™*!, Niech x,, x; bgda roznymi liczbami nieujemnymi. Poniewaz

(2T —xT)(x;—x3) > 0 zatem x; x5+ x; X7 < x7H1+x7+.,

Korzystajac z tej nierdwnosci i z wypuklodei funkeji x — x™ otrzymujemy
l m4+1 l l
(?(114'1:)) < I‘(«"‘l‘*‘ﬂ)(("!"‘xz)‘ E'(ﬂ“‘i'-"z'”)-

¢) Funkcje wykladnicze x — a* (0 < a # 1) sa wypukle w dét w zbiorze wszystkich liczb
*1 ut ! x4
rzeczywistych: gdy x; # x; to (a_" —a?)?® >0 awiec ait a: ’,-: -%[aln +a*).
Zadanie. Pokaza¢, ze funkcje x — Y/ x>+ k2, dla h # 0 s3 wypukle w d6t w zbiorze liczb
rzeczywistych.
W rachunku rozniczkowym funkcji zmiennej rzeczywistej podaje si¢ warunki dostateczne na
wypukloé¢ funkcji; powyzsze przyklady pokazuja, ze w prostych przypadkach moina
wypukloéé funkcji sprawdzi¢ bezposrednio. Podstawowa nierOwnoscia, z ktorej bedziemy
korzystali, jest podana niZej nierdbwno$¢ Jensena.
Twierdzenie Jensena. Niech f bedzie funkcjq wypuklq w dél na przedziale Ii niech p,, ..., pa
bedzie ciggiem liczb rzeczywistych spelniajgeym warunki:

a<i<n Pr¥ .. +Pa=1.
Wiedy fprxs+ ... +paxa) < puf(x1)+ ... +paf(xa)

dla dowolnych liczb x,, ..., x, € I. Rownosé ma miejsce tylko wtedy, gdy x, = ... = x,.
Dowod powyiszego twierdzenia wymaga blizszego zbadania pojecia wypuklosci i wykorzystuje
pojecie cigglosci. Tutaj udowodnimy nierownos¢ Jensena tylko dla przypadku, gdy liczby

Pis ... Pn 54 wymierne. Dowod przeprowadzimy w trzech krokach.

1. Zaléimy, ze p; = ... = p, = 1/27, gdzie m = 1 jest liczbg calkowita. W tym przypadku

nieré6wno$¢ Jensena ma postaé:

>0 oraz

1 1
f(—i:(x|+ +Xx")) < F(f(xl)'l‘ +U(x:l"))-

Powyisza nierdwnos¢ udowodnimy indukcyjnie wzgledem m. Gdy m = 1 nierdwnosc
redukuje si¢ do warunku (W;). Zalézmy wiegc, ze nierobwno$¢ jest prawdziwadlam = 1
iniech xy, ..., X;ms+1 €L

1

X1+ ... +xgm
Mamy f(z_” : =

1
(x|+ Y +x2-+1)) =f(?(

xz-+1+ e +.¥1-+| <
2" ™

< -;-(f("”’ +”')+f( Syt ”’"“)) < 2_-l+_:(f{x=}+ e S (ams ).

> >
10



Rozwiszanic zadania M 168.

Zadanic Lo mozny rozwigzad stosujgc

rachunck roEniczkowy. Pokazemy tu jednak,

jak moipa unikngé stosowania go,

wykorzystujac twicrdzenie o sredniej

geometrycznej I aryitmetycenej:

Dla dowolnych liczb dodatnich a;, a3, ..., an

zachodzi (por. art. A. Ploskiego) nieréwnosé
ay+as+ ... +as

(ayay...00)' 1" < B . prey

czym nierdwno$é ta staje sig rownoscig

tylko w przypadku, gdy wszystkie liczby ar

a3 réwne,

Zustosowanic lego twierdzenia do liczb

%, % 1—x, 1=x nie da #zydancgo cfektu:

3 5
XB(l-xP< l—ls (3—.cl| = (;) "

aby zai zachodzila rownodé x3(1 —xp =
= (%) musialdby byé x = 1—x, czyli
1 . L
X = e wiedy za$ badana funkcja
3
przyjmuje wartosé { = ) Z
Zastosujemy wige pewien trik: zachodzi

rbéwnoié

I-x 1-x l-—x

R o, 2T W SIS =S
(1 —-x)? = ax-ax aiii AT gis:

Dobierzemy teraz odpowiednig wartosé a.
Zastosujemy twierdzenie o sredniej
geometrycznej i arytmetycznej

5
Jfi=x\"_ [2ax+3-3x
) PO e T TE ) B
dla takicj wartodci a, dia ktorej po prawej
" glronie nieréwnosci wspolczynnik przy x

3\
stnje sig zerem, cayli dla o, = [ _}_) z

Dl tej wartosci @ ostatnia nierdwnosé
stije sig rownodeiy tylko dia takiej
1—x

2/3"
ag!

(3 41) x=n,

X = % Dla innveh wartosci x & (0, 1)

i 3 O
mamy (aox) 2,: < ( ;---,-)_
SagIlr

Tak wigc funkejn / przyjmuje w przedziale

wartodei x, dla kidrej agx =

cayli (aa'”+ 1)x =

2
(0, 1) maksymalng wartos¢ dla x = 5
223

5 2
Jest nig [ ('5 =

1
« N

Gl=

ﬂhnrch\'a %

Posluzyliémy si¢ tu warunkiem (W) a nastepnie zalozeniem indukcyjnym. Nieréwnosci <

mozna zastapi¢ przez rownosci tylko wtedy, gdy x;+ ... +x2m = Xpmi1+ oo FXmar,

Xy = ... = XM OIAZ X omi1 = ... = Xymi1, 2 wige wtedy, gdy x;, = ... = Koms1-

Ta uwaga koriczy dowod twierdzenia Jensena w rozwazanym przypadku. '
. 5 x4+ ... +xn 1

11. Pokazemy, zef(—n—-—-) < ;—(f(x,}+ +f(x,.)) dla dowolnego ukladu

nierdéwnych liczb x,, ..., x, € I. W tym celu obierzmy liczbe catkowita m taka, ze 2" > n
i zastosujmy udowodniong w I nierownos¢ do ukiadu 2™ liczb:

1 1
Xiy ooy Xmy — (1t ... +X0)5 .00 = (xi+ ... +x),

w ktérym ostatnia liczba wystgpuje 2™ —n razy. Mamy:
1 2*—n 1
f(-z-;(xl + e X+ ‘—-'n— [ (x1+ . +x.)) - F(f(x;)+ ori +f(x..)+(2"—-n)f(
Stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy zadang nieréwnosc.

)

I11. Niech teraz p,, ..., p. bedzie ciggiem liczb wymiernych dodatnich takim, Zze py+ ... +pa = 1
i niech x,, ..., x, €I bedzie ciggiem liczb rzeczywistych nierownych. Mozemy napisac:
P=— (1 < i < n) gdzie 0 < ki < ; 53 liczbami naturalnymi. Oznaczmy [ =/, - ... * I,

i znstosujmy nieréwnos¢ udowodniong w czgéci II dowodu do ciggu xy, ..., X1y coey Xuy ooes Xy

ki
w ktorym liczba x; wystqpu_]eT =kily ... hiyligys ... Lyrazy.
1

[ < 1 < ki 1 ki -
f( 'ZI: P:xl) =f(T ;T:x[) < TI_I —*f( )= ;Plﬂxa);

co koriczy dowod nieréwnosci Jensena dla przypadku, gdy p;. ..., ps sa liczbami wymiernymi.
W dowodzie powyzszym korzystalismy tylko z warunku (W,) definicji funkcji wypuklej w dot,
warunek (W) jest niezbedny do dowodu twierdzenia w calej og6lnosci.

Rozwaimy teraz kilka zadan o maksimach i minimach.

Przykiady.

a) W zbiorze wszystkich n-katow wpisanych w dane kolo o promieniu r > 0 wyznaczyé wielokqt
o polu maksymalnym.

Rozwazmy dowolny n-kat wpisany w kolo o promieniu r i niech x,, ..., x, beda miarami
katow srodkowych opartych na kolejnych bokach wielokata. Zatem x; € {0, =) oraz

Mamy

1
X1+ ... +x, = 27. Pole rozwazanego wielokata dane jest wzorem Er’(sinx 1+ ... +sinx,).

Stosujac nierownos$é Jensena do funkcji sinus wypuklej w gére na przedziale €0, =) i liczb

1 1 a1 b -
P1 = ... = pa = — otrzymujemy:— (sinx; + ... +sinx,) < sin — (x,+ ... +x,) = sin—,
n n n n

1 2n
zatem pole n-kata wpisanego w kolo o promieniu r jest nie wigksze od T r*n sin—, przy czym
n

maksimum jest osiggnicte gdy x, = ... = x,, a wigc rozwiazaniem zadania jest n-kat foremny.

b) Na plaszczyznie dany jest tréjkat o bokach a, b, c. Niech h > 0 bedzie liczbq rzeczywistq

i rozwazmy zbidr wszystkich ostroslupow o wysokosci h, kidrych podstawq jest dany trdjkqt.

Nalezy wyznaczyé ostroslup nalezqcy do rozwazanego zbioru o minimalnym polu powierzchni bocznej.
Ostrostup z rozwazanego zbioru jest jednoznacznie wyznaczony przez podanie rzutu M jego
wierzcholka na plaszczyzne trojkata. Polozenie punktu M jest okreslone przez podanie odleglosci
x, y, z punktu M od odpowiednich bokéw trdjkata, przy czym kazda z tych odleglosci bierzemy
ze znakiem plus, gdy punkt M lezy z tej samej strony odpowiedniego boku, co caly tréjkat,

ze znakiem minus — w przeciwnym wypadku. Mamy: ax+by+cz = 2P, gdzie P oznacza

pole trojkata. Natomiast pole powierzchni bocznej ostrostupa dane jest wzorem:

1
?(a VI +b Yy +h +cy/22+h).

Funkcja ¥/ x%+ k2 jest wypukla w dol, zatem na mocy nieréwnosci Jensena

Vox+ay+rz+ B < pY P+ +q V¥ + B +ry 22+ 1
a
dla liczb dodatnich p, g, r spelniajacych warunek p+g+r = 1. Podstawiajac p = PR
a c
b ¢
g = ——— orazr = —— i korzystajac z nierébwnosci ax+by+cz < 2P otrzymujemy:

a+b+c a+b+c
—
a+b+e) l/m +H< aY SR +bYVHR 4o PR,

przy czym réwnoéé zachodzi tylko w przypadku gdy x = y = z, a wigc minimalne pole
powierzchni bocznej ma ostrostup, ktérego rzut wierzcholka M jest srodkiem kola wpisanego
w dany tréjkat.

Zadanie. Wyznaczyé minimum sumy m-tych poteg: xT+ ...
zakladajqc, ze ich suma a jest stala i dedatnia.

+ x5 liczb niewjemnych x,



hievarchia?

5y

Niech teraz p,, ..., p. bedzie ciagiem liczb spelniajacych zalozenia twierdzenia Jensena.
Wykazemy nast¢pujacq nierownosé:

Nieréwnoé¢ dla Sredniej geometrycznej. Dia dowelnych xy > 0, ..., x, > 0: x51 ... xIa<

< p1Xy+ ... +PaXa przy czym réwnosé ma miejsce tylko wiedy, gdy x, = ... = x,.

Dla dowodu wystarczy obraé liczby 1, (1 < i < n) tak, ze x;, = 101 i zastosowaé nieréwnosé
Jensena do funkcji wykladniczej r — 10* wypuklej w dol w calym zbiorze liczb rzeczywistych.

: 1 . ) L
Zauwaimy, zedlap, = ... = p, = -~ otrzymujeny nieréwnoséy x; - ... x.é?(xl+ ... +x,), ktora

orzeka, Ze Srednia geometryczna skoriczonego ukladu liczb nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Mozemy teraz latwo udowodni¢ nastepujgce:

Twierdzenie (maksimum iloczynu przy stalej sumie) Jesli suma n liczb dodatnich

X1, -.ey Xu jest stala, to iloczyn xix ..., xin gdzie q,, ..., g, sq dowolnymi liczbami dodatnimi

x
ma najwigkszq wartosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy o, =,
q1 gn
Dowbd: Polézmy ¢ = X1+ ... +%u, @ = @1+ ... +4u; stosujac nieréwnos¢ dla srednicj
E ; xy\q X, \@n c x; \au Xn \n c\e
geometrycznej otrzymujemy: |— g ... | — ¢ < —,stad [—]) ... |- <{—]:
3 Gn q g qn q

iloczyn x{: ... xin jest najwickszy, gdy najwickszy jest iloczyn po lewej stronie ostatniej

x X,
nierdbwnodci, a wiec gdy -, -,

U'H Gn
Dowdd twierdzenia podanego nizej przebiega podobnie.
Twierdzenie (minimum sumy przy stalym iloczynie). Jezeli iloczyn x§: ... xin jest staly, to
Xn

X
suma xy+ ... + X, ma najmniejszq wartosé, gdy L=l =

q1 Gn
Przykiady.
a) Sposrdd wszystkich trdjkqtow o danym obwodzie wyznaczyé tréjkgt o najwigkszym polu
Niech 2p bedzie obwodem trojkata o bokach x, y, z; kwadrat jego pola jest dany wzorem Herona:
P(p—x)(p—y)(p—2). Poniewaz (p—x)+ (p—y)+(p—2) = pip—x > 0,p—y > 0,p—2z> 0,
zatem iloczyn (p—x)(p—y)(p—z) jest najwigkszy, gdy p—x = p—y = p—z, a wigc '
rozwigzaniem zadania jest trojkat rObwnoboczny.
b) Sposréd wszystkich prostopadlosciandw o danej objetosci wyznaczyé prostopadloscian
0 najmniejszym polu powierzchni. Niech v bedzie objgtoécig prostopadioécianu o krawedziach
x, », z. Pole powierzchni prostopadioécianu jest zatem réwne 2(xy+ xz+ yz). Poniewaz
(xy)(xz)(yz) = v* oraz xy > 0, xz > 0, yz > 0 zatem suma yx+ yz+ xz jest najmniejsza,
gdy xy = xz = yz, a wigc gdy x = y = z. Rozwigzaniem zadania jest szescian.
Proponujemy Czytelnikowi rozwigzanie podanych nizej zadan.
Zadania.
1) Znalei¢ najwigksza wartos¢ funkcji sinx +siny—sin(x + y) w trojkacie ograniczonym
osiami x, y i prostg x+y = 2x.
2) Sposérod wszystkich prostopadioscianéow o danym polu powierzchni wyznaczyé
prostopadloscian o najwigkszej objetosci.
2) Niech p, g beda liczbami dodatnimi. Znalezé maksimum funkcji (cosx)?(sinx)*
w przedziale {0, 2x).

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 166. Wyznaczy¢ najwigksza warto$¢ sumy liczb naturalnych x i y spelniajacych

roéwnanie 2x+ 5y = 70.

Rozwiazanie na str. 10

M 167. Na plaszczyznie dana jest prosta k oraz punkty A4 i B lezgce po roznych jej stronach.
Wyznaczy¢ na prostej k punkt X, dla ktérego |AX — BX| przyjmuje warto$¢ najwieksza.
Rozwiazanie na str 7.

M 168. Funkcja f jest okreslona na przedziale (0, 1) wzorem f(x) = x*(1 —x)*. Obliczy¢
najwigckszg wartos¢ tej funkcji.

Rozwigzanie na str. 11

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 55. Napiecie powierzchniowe na plaskiej granicy krysztatu i roztworu zalezy od orientacji
tej granicy wzgledem kierunkow krystalograficznych.

Napigcia powierzchniowe krysztalu pokazanego na rysunku, znajdujacego si¢ w roztworze
nasyconym tej samej substancji, z ktorej zbudowany jest krysztal, na wzajemnie
prostopadlych scianach wynosza odpowiednio oy, o, i ¢;. Krysztal znajduje si¢ w stanie
rownowagi termodynamicznej z roztworem, Nalezy wyznaczy¢ stosunek krawedzi afc.
Whplyw sily cigzkosci na krysztal i roztwor zaniedbujemy.

Rozwigzanie na str. 4



