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Niech terazp" ... ,P. bedzie ciagiem liczb spelniajacych zalozenia twierdzenia 'Jensena.
Wykazemy nastepujaca nierównosc:
Nierównosc dla sredniej geometrycznej.Dla dowolnych Xl > O•...• X. > O: xl' '" x=.~

~ PIXl + ... +P.x. przy czym równosc ma miejsce tylko wtedy. gdyXl = ... = X•.
Dla dowodu wystarczy obrac liczbyt, (1 ~ i~ n) tak. zeX, = lO', i zastosowac nierównosc

Jensena do funkcji wykladniczejt --+ 10' wypuklej w dól w calym zbiorze liczb rzeczywistych .
. 1 • 1

Zauwazmy,zedlapl = ... =P. =-otrzymujemynierównoscji'xl' ....X.~-(Xl+ ... + x.). któran . n

orzeka. ze srednia geometryczna skonczonego ukladu liczb nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Mozemy teraz latwo udowodnic nastepujace:
Twierdzenie (maksimum iloczynu przy stalej sumie)Jesli Suma n liczb dodatnich

X" ...• x.jest stala. to iloczyn x" ...• x:. gdzie q" ...• q. sa dowolnymi liczbami dodatnimi

.. k "d . l'k d d Xl X.ma nojWle sza wartosc wte y l ty o wte Y. g y- = ... = -.
ql q.

Dowód: Polózmy c = Xl + ... +x •• q = ql + .,. +q.; stosujac nierównosc dla sredni~j

geometrycznej otrzymujemy: (~l)~ ... (.:~)~ ~~. stad(~)q, ...(_'X_. )q.~ (~)q;"1 q. q ql q. q
iloczyn x" ... x:. jest najwiekszy. gdy najwiekszy jest iloczyn po lewej stronic ostatniej

' .•.. d x, X •. merownoscl. a WIec g Y - = ... =-
ql q.

Dowód twierdzenia podanego nizej przebiega podobnie.
Twierdzenie (minimum sumy przy stalym iloczynie).Jezeli iloczyn x" ... x:. jest staly. to

, ... " d x, X.suma Xl + ... +x. ma najmnzejsza wartosc. g y- = ... = -.
ql q•

.Przyklady.
a) Sposród wszystkich trójkatów o danym obwodzie wyznaczyc trójkat o najwiekszym polu

Niech 2p bedzie obwodem trójkata o bokachx, Y. z; kwadrat jego pola jest dany wzorem Herona:
p(p-x)(P-y)(P-z). Poniewaz (P-x)+ (P-y)+ (p-z) = p ip-x > O,p-y > O.P-z > O•.

zatem iloczyn(P-x)(P-y)(P-z) jest najwiekszy. gdyp-x = p-y = P-z. a wiec /
rozwiazaniem zadania jest trójkat równoboczny.

b) Sposród wszystkich prostopadlosciaf1ów o danej objetosci wyznaczyc prostopadloscian
o najmniejszym polu powierzchni.Niech v bedzie objetoscia prostopadloscianu o krawedziach
x. Y. z.Pole powierzchni prostopadloscianu jest zatem równe2(xy + xz+ yz). Poniewaz
(xy)(xz)(yz) = v1 oraz xy> O. xz > O. yz > O zatem sumayx+yz+xz jest najmniejsza.
gdy xy = xz = yz, a wiec gdy X = y = z. Rozwiazaniem zadania jest szescian.
Proponujemy Czytelnikowi rozwiazanie podanych nizej zadan.
Zadania.

1) Znalezc najwieksza wartosc funkcjisinx+siny-sin(x+ y) w trójkacie ograniczonym
osiami x, y i prosta x+ y = 271'.

2) Sposród wszystkich prostopadloscianów o danym polu powierzchni wyznaczyc
prostopadloscian o najwiekszej objetosci.
2) Niech P. q beda liczbami dodatnimi. Znalezc maksimum funkcji (cosx)'(sinx)l
w przedziale (O,2n).

__ Zadania
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
M 166. Wyznaczyc najwieksza wartosc sumy liczb naturalnychX Ly spelniajacych
równanie 2x+5y = 70.
Rozwiazanie na str. 10
M·167. Na plaszczyznie dana jest prostak oraz punkty A i B lezace po róznych jej stronach.
Wyznaczyc na prostejk plII'I1Ct X, dla którego IAX-BXI przyjmuje wartoSC najwieksza.
Rozwiazanie na str 7.
M 168. Funkcja f jest okreslona na przedziale(O, 1) wzoremf(x) = x1(1-x)3. Obliczyc
najwieksza wartosc tej funkcji.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje dr Wald(>marGORZKO WSKI

F 55. Napiecie powierzchniowe na plaskiej granicy krysztalu i roztworu zalezy od orientacji
tej granicy wzgledem kierunków krystalograficznych.
Napiecia powierzchniowe krysztalu pokazanego na rysunku, znajdujacego sie w roztworze
nasyconym tej samej substancji. z której zbudowany jest krysztal. na wzajemnie
prostopadlych scianach wynosza odpowiednio/1" /11 i /11. Krysztal znajduje sie w stanie
równowagi termodynamicznej z roztworem. Nalezy wyznaczyc stosunek krawedzia/c.
Wplyw sily ciezkosci na krysztal i roztwór zaniedbujemy.
Rozwiazanie na str. 4
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