
4° Niech k = 6. Z wlasnosci 10, 11, (9), (•• ) wynika, ze wieloscian z szesciokatem moze
zawierac tylko jeden szesciokat, przy czym wieloscian ten moze miec2k-3 = 9 lub
2k-2 = 10 wierzcholków. Jezeli zalozymy, ze wieloscian z szesciokatem ma 9 wierzcholków, to
otrzymujemy wielosciany przedstawione na rysunkach 5a i 5b - sa one rózne. Jedyny
wieloscian majacy 10 wierzcholków przedstawiony jest na rysunku 5c. Wszystkie te

wielosciany mozna otrzymac przez .,obciecie" wieloscianu z dwoma pieciokatami
(rys. Sd. e, f).
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5' PO:lOslal do rozpatrzenia przypadek, gdyk '=-' 7. Z wla.nlJ~cl lO, 11, (.), (".) wynika,
ze wieloscian z siedmiokatem ma2k-2 = 12 wierzcholków. Po przeprowadzeniu konstrukcji
analogicznych jak w punkcie 3° otrzymujemy dwa rózne wielosciany, przedstawione na
rysunkach 16a i 16b. Wielosciany te takze mozna otrzymac przez "obciecie" wieloscianów
z szesciokatem (rys. 16c i 16d).
Omówilismy wszystkie wielosciany z 3, ... , 7-katem. Z wlasnosci 10, 11, (9), (•• ) wynika,
ze nie istnieja inne wielosciany z trzema powtórzeniami. Znalezlismy 10 klas wieloscianów.
Zauwazmy jeszcze. ze kazdy wieloscian z k-katem mozna otrzymac przez "obciecie" pewnego
wieloscianu z (k-I)-katem, a wiec kazdy wieloscian z trzema powtórzeniami mozna
otrzymac przez "obcinanie" czworoscianu, otrzymujac po drodze wylacznie wielosciany
z trzema powtórzeniami.

o zbach p-adycznych Mgr Krystyna WOJTKÓW

Zanim bedziemy mogli powiedziec, czym sa "liczby p-adycme", przypomnimy pewne

podstawowe wiadomosci o "zwyklych" liczbach. Juz w pierwszych klasach szkoly podstawowej
ucza nas rachunków na liczbach naturalnych l, 2, 3, ... (obecnie nawetO, l, 2, 3, ... ). Po
dodawaniu przychodzi kolej na odejmowanie. Dowiadujemy sie, zem-n to taka liczba, która
dodana do n daje m. Wyrazamy to (nie w szkole podstawowej, rzecz jasna) wzorem

byl prawdziwy zawsze (gdyb i- O), musimy wprowadzic ulamki. Mówimy po prostu, ze
wzór (2) obowiazuje dla wszelkich liczb (byle nie dzielic przezO). Tu takze nikt nie protestuje
prl.eciwko takiemu rozszerzeniu zakresu stosowalnosci wzoru definiujacego iloraz, a co za
tym idzie, przeciwko nieco beztroskiemu rozszerzeniu pojecia liczby (filozof powiedzialby:
dolaczamy nowe desygnaty) i teraz "liczba" znaczy dla nas naprawde "liczba wymierna".

Wzór (1) mozemy traktowac jako definicje symbolu ,,-" zllaku odejmowania albo jak kto
woli, definicje operacji odejmowania. W pierwszych klasach szkoly podstawowej ucza nas,
ze wzór ten ma sens tylko gdym ~ n. Nic dziwnego: w zakresie liczb naturalnych nie ma
takiego k, ;;..em < n i m = k +n. Przychodzi jednak wreszcie dzien, w którym pani
nauczycielka mówi: cieszcie sie, dzieci, bo od dzis bedziecie mogli odejmowac wieksze od
mniejszego. Ograniczeniem ~ n we wzorze (1) przestaje obowiazywac. Nie wzbudza to
zadnego protestu z naszej strony, poniewaz z liczbami ujemnymi stykamy sie w zyciu
codziennym dosc czesto (szczególnie w zimie!) i nawet nie przychodzi nam do glowy, ze ktos
mógl kiedys powaznie sadzic, ze nie moze byc nic mniejszego od' zera.
Bardzo podobnie jest z ulamkami. Uczymy sie, ze "podzielic liczbea przez b" znaczy
"znalezc c takie, ze a = be". Dopóki "liczba" macz)' dla nas "liczba calkowita", nie zawsze
mozemy taka liczbe c znalezc. Gdy zas chcemy, by wzór

(l)

(2)

m-n = k - m = k+n.

a:b = c - a = be

B



Niezrozumiale opory wywoluje dopiero przedluzanie waznosci wzoru

(3)

Prawa nierównosc jest prawdziwa tylko dla liczb. których róznica ma O przed przecinkiem
tj. liczby nie róznia sie wiecej niz o l. Gdybysmy odleglosci miedzy liczbami mierzyli wzorem.

to prawie wszystkie odleglosci zostalyby zmienione, ale zachowalaby sie bardzo istotna
z naszego punktu widzenia wlasnosc: blisko polozone liczby nie "rozjechalyby sie" w zupelnie
rózne strony. Ujmujac to precyzyjniej: ciagi spelniajace warunek Cauchy'ego wzgledem
odleglosci wyrazonej wzoremd(x, y) = ix- yl spelnialyby warunek Cauchy'ego i wzgledem
nowej odleglosci: .

gdy x-y zaczyna sie na O•...

gdy róznica x-y jest wieksza lub równa l,

10- N(x, ,)-1 .;;d(x, y) .;; 10-N(x, '1,

d(x.y) = eO-N(X ••l
(6)

(5).

z nieujemnych na wszystkiea. Wytaczamy tu argumenty. ze "przeciez nie ma takiej liczbyx,
ze Xl = -I. bo kwadrat kazdej liczby rzeczywistej róznej od zera jest dodatni", zapominajac
o tym. jak drwiaco potraktowalismy rozumowanie "nie ma takiej liczby. która dodana -do 2
daje I. jako. ze dodac znaczy powiekszyc".
Nazwa "liczba rzeczywista" jest tak sugestywna. ze nasz umysl wzbrania sie przed uznaniem
za "prawdziwe" równiez i innych liczb. A liczby zespolone (które powstaja w wyniku
stosowania wzoru (3) dla wszystkicha) sa, na dobra sprawe. punktami plaszczyzny. co do
których nie mamy watpliwosci. ze istnieja "naprawde". Dlaczegóz punkty linii prostej mamy
prawo uznac za liczby. a plaszczyzny nie?
Z tej przydlugiej historii wylania sie taki mor;!l: "nowe" liczby bardzo czesto powstaja
w wyniku bezceremonialnego obalania barier stosowalnosci pewnych regul q.y wzorów.
Czytelnik zauwazyl zapewne, ze nie opisalismy, jakie bariery obalamy przy przechodzeniu
od liczb wymiernych do rzeczywistych (które obejmuja liczby wymierne i niewymierne).
Starozytni Grecy mówili: nie ma takiej liczbyx, ze x2 = 2, bo gdyby byla i wynosilapfq,

to ... (tu nastepuje sprytne sprowadze~ie do niedorzecznosci). Umówmy sie. ze az do

odwolania liczbami nazywamy ulamki ~ (P.q -- calkowite) i tylko one. Ciag liczb
fi

(4) 1,4 1.41 ],4]4 1.4142

nie jest zbiezny (Czytelnik domysla sie zapewne, jaki ciag mamy na mysli), choc jego wyrazy

sa coraz blizsze siebie, ugeszczaja sie wokól czegos, ,co gdyby bylo liczba, dawaloby
w kwadracie 2. Gdyby zbiór liczb (przypominamy o naszej umowie!) nie byl "dziurawy".
nas~ ciag mialby granice i oznaczylibysmy ja przezl/l. Ale f Z nie jest liczba (umo~a
jeszcze stoi l), tylko Blizej Nieokreslonym Tworem Naszego Umyslu.' Pora zatem
przezwyciezyc gnusnosc, wydac walke wstecznictwu i uznacVi za liczbe. Zrywamy z umowa·
Dekret nr l. Na zyczenie szerokich mas matematyków ustanawia sie granice dla ciagu (4).
Dekret nr 2. W celu ulatwienia zycia obywatelom oraz dla latwiejszego wprowadzenia pojec

anali~y matematycznej. tak niezbednej w dzisiejszym swiecie. ustanawia sie, co nastepuje
a) kazdy zageszczajacy sie ciag liczb wymiernych ma granice. W rozumieniu niniejszego
dekretu "zageszczajacym sie" jest kazdy ciag liczb wymiernych spelniajacy warunek
Cauchy'ego;
b) ciag a. ma te sama granice. cob. wtedy i tylko wtedy, gdyalo b" az, bl, a3, bl> 04' b'h ...
tez jest ciagiem zageszczajacym sie;
c} nie zabiera sie granic ciagom. które byly zbiezne przed wejsciem w zycie niniejszego
dekretu;
d) granica ciagu (4) bedzie oznaczana przez 1,41421356 ... i podobnie bedzie sie oznaczac: inne
granice wprowadzone przez niniejszy dekret.
Dekret nr 2 mozna nazwac Dekretem o Wprowadzeniu Liczb Niewymiernych. Widzimy,

ze liczby niewymierne p o w s t aj a w wyniku uznania za zbiezne ciagów. które nie sa,
a "powinny byc" zbiezne.
Przypatrzmy sie blizej pojeciu "zageszczajacego sie" ciagu liczb wymiernych·- czyli ciagu
spelniajacego warunek Cauchy'ego. Liczby 6.74682005149 i 6,74682005973 sa dosc bliskie siebie,
gdyz ich kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego dosc dlugo sie pokrywaja. albo inaczej:
ich róznica 0.00000000824 ma na poczatku dosc duzo zer. Jezeli ·dlaliczbx i y przez
N(x. y) oznaczymy liczbe zer na poczatku w róznicyx-y (zera przed przecinkiem nie
liczymy), to widzimy natychmiast. zeN(x, y) ma scisly zwiazek z odleglosciad(x, y) liczb
x i y na osi liczbowej:
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Zauwazmy, ze pMcgi liczb 14, 19i 29 daja
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Wynika z tego, ze liczby niewymierne. wprowadzone przez sformulowany powyzej Dekret
nr 2, pokrywaja sie z tymi okreslonymi przez Dekret nr 2', gdzie Dekret nr 2' ma to samo
brzmienie, co Dekret 2, tyle ze ciag zageszczajacy sie jest rozumiany w sensie odleglosci (6).



Opisana procedura da sie zastosowac do dowolnych przestrzeni metrycznych i nosi nazwe
"uzupelniania", poniewaz przestrzenia zupelna nazywamy taka przestrzen metryczna,
w której kazdy zageszczajacy sie ciag jest zbiezny.

Jestesmy juz blisko liczb 10-adycznych. W arytmetyce interesujemy sie czesto teoria
podzielnosci. Dwie liczby calkowite m i n nazwiemy "bliskimi z punktu widzenia podzielnosci
przez potegi 10" (krócej: bliskimi wzgledem odleglosci 1O-adycznej), jezeli ich róznica ma
na koncu duzo zer. Dokladnie: odleglosc 10-adyczna liczb calkowitychm i n, to liczba
dlO(m, n)'= lO-N(m,.), gdzie N(m, n) oznacza liczbe zer na koncu róznicym-n (jesli nie ma
zer na koncu, to oczywiscieN(m, n) = O), Przykladowo:
d10(956455, 1486455)= 10-4 = 0,0001, dlO(25, 85640025)= 0,01,
dlO(2630098716543, 2630098716544)= 100 = l,
dlO(1, 2) = dlO(1, 3) = ... = dlO(1, 10) = 100 = l, dlo(l, 11) = 0,1.
Czytelnik, który zajrzy na trzecia strone okladki Delty nr 7/77, zrozumie lepiej, dlaczego
przy konstrukcji liczb niewymiernych patrzylismy na zera na przedzie, a teraz na zera
na koncu.

Rozpatrzmy teraz ciag liczb calkowitych

Nie wyjasnimy na razie, jaka regula rzadzi budowa kolejnych jego wyrazów, prócz tego,
ze wystepujace w nim liczby maja coraz dluzsze wspólne koncówki. Odleglosci 10-adyczne sa
coraz mniejsze. Ciag (7) spelnia warunki Cauchy'ego. Oczywiscie zadna liczba calkowita
ani rzeczywista nie moze byc jego granica. Ciag (7) nie jest zbiezny do zadnej liczby
rzeczywistej. Pora na wydanie madrych ustaw.
Dekret nr 3. Na zyczenie szerokich rzesz matematyków ustanawia sie granice wzgledem
odleglosci dlO dla ciagu 7.
Dekret nr 4. W celu ulatwienia zycia obywatelom zajmujacym sie amatorsko lub zawodowo
teoria liczb, teoria podzielnosci i teoria form kwadratowych ustanawia sie, co nastepuje:
a) kazdy zageszczajacy sie ciag (w sensie odlegloscidlO) liczb calkowitych ma granice;
b) ciag a. ma te sama granice cob. wtedy i tylko wtedy, gdyal, b" a2, bl, a3, b3, a.•, b.•, .
tez jest ciagiem zageszczajacym sie;
c) nie zabiera sie granic ciagom, które byly juz zbiezne uprzednio (choc takie byly tylko
ciagi od pewnego miejsca stale),
d) sposoby· oznaczania nowych granic wyjasnia przyklad: granice ciagu (7) oznaczymy
..... 12890625.

Jest to Dekret o Wprowadzeniu Liczb 10-Adycznych. Uzupelniac go winien Dekret
o Dzialaniach Arytmetycznych Na Liczbach lO-Adycznych, którego tu w calosci przytaczac
nie bedziemy, a tylko pokazemy na przykladzie jak sie takie liczby dodaje i mnozy .
Widzimy, ze dzialania te odbywaja sie wedlug normalnych regul, z tym tylko, ze nasze liczby
moga miec na poczatku nieskonczona ilosc cyfr (znane Czytelnikom liczby rzeczywiste
moga miec na koncu nieskonczona ilosc cyfr).

Znajdziemy kwadrat liczbya = ... 21~890625, danej jako granica ciagu (7) - precyzujac
jednoczesnie, jak powstaja jego kolejne wyrazy. Mamy (rachunek na marginesie,
opuszczalismy miejsca nie majace wplywu na dziesieciocyfrowa koncówke)al = ...8212890625.
Wynik powyzszego mnozenia mozna interpretowac tak: kwadrat liczby calkowitej, konczacej sie
na 212890625 tez konczy sie na 212890625. Mozna wykazac, ze proces poszukiwania
kolejnych, coraz dluzszych, koncówek o' podobnej wlasnosci da sie kontynuowac "do
nieskonczonosci". Istnieja dowolnie dlugie koncówki majace te wlasnosc. Dla Czytelnika,
który chcialby odnalezc sposób ich poszukiwania, mamy wskazówke: nastepna cyfra bedzie 8.
Teraz mozemy juz dokladnie powiedziec, jak zbudowany jest ciag (7) - jego wyrazami sa
liczby calkowite, bedace koncówkami, które maja wlasnosc niezmieniania sie przy podnoszeniu
do .kwadratu .

Ciag (7) spelnia warunek Cauchy'ego wzgledem odlegloscidlO, jest wiec zbiezny, bo tak
postanowil Dekret nr 3 bedacy zreszta fragmentem Dekretu nr 4. Jego granica jest pewna
liczba 10-adycznaa. Z przedstawionych rachunków wynika od razu, zea2 = a. Równanie
x2 - x = O ma wsród liczb 10-adycznych co najmniej trzy pierwiastki: O, l, i .... 212890625.
Startujac z koncówek 6, 76, 376, ... mozemy w ten sam sposób znaleZC jeszcze jeden
pierwiastek (inr(ych juz nie bedzie).
Teorie podzielnosci przez liczby zlozone mozemy "zlozyc" z teorii podzielnosci przez liczby
pierwsze i to jest glówny powód tego, ze najwazniejsze sa liczby p-adyczne, gdziep jest liczba
pierwsza. Jak wypowiedziec, ze liczby calkowitem i n sa "bliskie z punktu widzenia
podzielnosci przez potegi pewnej liczby pierwszejp", inaczej: bliskie wzgledem odleglosci
p-adycznej? Nalezy te liczby zapisac w ukladzie o podstawiep i spojrzec, ile zer na koncu
ma róznica m-n. Przykladowo, zapiszemy liczbe 2129 w ukladzie siódemkowym:
2129:7 = 304 i reszta 1,
304:7 = 43 i reszta 3,
43:7 = 6 i reszta 1,
6:7 = O i reszta 6.

~t

-:::::::--

.... 210832

+.... 117295
.... 328127

.... 321321321321
x 14

... .• 52852852285284

.•.... 1321321321321

.. , .. 98498498498494

.... 212890625
x 212890625

.; 1064453125
· 426781250
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· 015625
· 25000
...... 1250
...... 635
...... 50

· ..... 8212890625
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Z podobienstwa trójkatowDEF i DEA oraz
BEA i DEG manlY

FE BE AE
AE = -ED = EG'

skad EF' EG = AE'. c.o.d.

(7) 5, 25, 625, 90625, 890625, 2890625, 12890625, ...
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Przekatna szescianu przechodzaca przez

wierzcholki A i B jest tnykrotna osia symetrii.

Innymi slowy, obrót szescianu wokól tej
przekatnej o 1200 niczego n!e powinien

zmieniac. Biorac pod uwage to, ze. natezenia
pradów plynacych przez pOS7czególne

krawedzie 'a WY7nacrone jcunolnacznie,
Z symetrii ukladu jako jedyny mozliwy

rozklad nate,en otrzymujemy rozklad

pokazany na rysunku. Zw~ócm)' uwag~,ze
natezenia pradów plynacych przez przeciwlegle
krawedzie sa jednakowe. Wy nika .lad, ze
w punkcie O natezenie pola magnetycznego

od kaidej pary przeciwleglych krawedzi jest

równe zeru (pole od jednej krawedzi jest
przeciwnie skierowane niz od drugiej).
Poniewaz krawedzie szdcianu mozna
pogrupowac w szesc takich par, wi<,.c
calkOWItenatezenie pola równici. powinno byc
równe Ieru; OClywiscie natezenie pradu oraz
dlugosc krawedzi nie maja zna,zenia.

...... 064
163:346

... 053
.. -:-::uo
..... 110

Zapis liczby 2129 w ukladzie siódemkowym ma postac 6131; cyframi tego zapisu sa
otrzymane przez nas reszty. Podobnie obliczymy, ze 365 ma zapis siódemkowy 1031, wiec

l
d7(2129, 1031) = 7-z = --.
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liczba "dwa tysiace sto dwadziescia dziewiec" jest odlegla w 7-adycznym sensie od liczby
"trzysta szescdziesiat piec" o nieco wiecej niz dwie setne.
Widzielismy juz przy konstrukcji liczb niewymiernych, ze mierzenie dystansu miedzy liczbami
liczba wspólnych zer róznicy wprawdzie zmienia prawie wszystkie odleglosci, ale pozostaje bez
wplywu na zbieznosc ciagów - i to pozwalalo dostrzec silne analogie miedzy trescia
Dekretu nr 2 a Dekretu nr 4. Wyrazajac sie nieco dokladniej: liczby p-adyczne powstaja
w wyniku przejscia granicznego dosc podobnego charakteru jak przejscie graniczne
prowadzace do liczb niewymiernych.

Wprowadzenie liczb calkowitych 7-adycznych odbywa sie dzieki Dekretowi nr 4 w wersji
siódemkowej. Z punktu d) tego Dekretu wynika, ze kazda liczba 7-adyczna ma zapis
postaci np 356143206 (przypomina on, ze liczba ta jest 7-adyczna granica ciagu
6, 206, 3206, 43206, 143206, 6142306, ..... - wyrazy ciagu sa· zapisane w ukladzie
siódemkowym; w ukladzie dziesiatkowym mielibysmy 6, 104, 1133, 10737, ... ). Przy
zapisywaniu liczb np. ll-adycznych musielibysmy miec dodatkowy znak na cyfre"lO"
(nie: liczbe 10). Przypomina to sytuacje, z jaka zawsze mamy do czynienia _w ukladach
niedziesiatkowych.

Zbiór 'calkowitych liczb p-adycznych oznaczamy przezZv. Sa w nim okreslone dzialania
dodawania, odejmowania i mnozenia. Okazuje sie, ze gdyp jest liczba pierwsza, to mozna

okreslic wymierne liczby p-adyczne jako "ulamki" -m , gdzie m, n E Zp i n ;b- O - zupelnie
n

podobnie jak ze zwyklych liczb calkowitych tworzymy ulamki znane ze szkoly. Zbiór liczb

wymiernych p-adycznych oznaczamy przezQp. Okreslone w nim cztery zasadnicze d~ialania
arytmetyczne podlegaja wszystkim podstawowym prawom "zwyklej" algebry. Widzielismy juz,
ze w zakresie liczb zZ10 wielomian mógl miec wiecej pierwiastków niz wynosi jego
stopien -- trudno byloby to uznac za rzecz normalna. Podobnego charakteru anomalie

sprawiaja, ze przym zlozonym liczby m-adyczne nie sa tak mile jak przym bedacym liczba
pierwjiza. Wspominalismy juz o tym, ze ulamki liczb m-adycznych mozna tworzyc tylko
przy pierwszych m. Gdy m jest liczba pierwsza, mozemy liczby m-adyczne dodawac,

odejmowac, mnozyc i dzielic. Podzielimy wQ7 liczbe 163 przez 346. Zwracamy uwage, ze 163
oznacza tu zapis siódemkowy pewnej liczby (jakiej? Takiej:l· 7z+ 671+ 37°, czyli

piecdziesiat osiem). Kazda liczba calkowitax jest p-adyczna (jest p-adyczna granica ciagu
stalego: x, x, x, x,... ). Zaczynamy od szukania ostatniej cyfry ilorazu. Metoda prób
znajdujemy, ze' jest nia 4. Posuwamy sie wiec dalej w sposób podobny jak przy zwyklym
dzieleniu.

Ilorazem jest liczba 7-adyczna, konczaca sie na .... 064. Liczby wymierne p-adyczne mozna
zapisywac w postaci dziesietnej podobnie jak "zwykle" liczby wymierne. Przykladowo,

64
liczba 0,64, wyrazajaca np. ulamek p-adyczny -, odpowiada zapisowi
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OpO+6p-l+4p-z. Poniewaz z liczbami p-adycznymi jest zawsze na opak (znów Delta nr 7/77),
wiec Czytelnik nie powienien sie dziwic, ze w zapisie p-adycznym liczb wymiernych po
przecinku' moze wystepowac tylko skonczona liczba cyfr, za to przed przecinkiem - nieskonciona
lub skonczona, rzecz jasna. W zbiorzeQp umiemy równiez mierzyc odleglosci: jak i wZ.
patrzymy na liczbe koncowych zer róznicy danych liczb.
Otrzymana przestrzen metryczna ma wiele dobrych wlasnosei, chocby te, ze kazdy ciag
Cauchy'ego jest zbiezny albo ze z kazdego ciagu ograniczonego mozna wybrac podciag
zbiezny. Równiez pod wzgledem wlasnosci odleglosciQp przypomina niecoR. Do cial p-adycznych
mozemy w sensowny sposób przenosic prawie wszystkie pojecia analizy matematycznej,
a z algebraicznego punktu widzeniaQp ma bardziej uporzadkowana budowe niz troche aezladnie
(podkreslamy, z algebraicznego punktu widzenia) skomponowany zbiór liczb rzeczywistych.
Na przyklad taki problem matematyczny, jak poszukiwanie pierwiastków wymiernych
równan kwadratowych jednorodnych wielu zmiennych jest dosc trudny, ale mozna go
rozlozyc na dwa prostsze: poszukiwanie pierwiastków rzeczywistychip-adycznych. Jest to tresc
twierdzenia Minkowskiego-Hasse. Liczby p-adyczne istnieja "równie dobrze" jak
niewymierne (a takze jak zespolone, a nawet wymierne i calkowite), a wydaja sie dziwne,

bo w zyciu codziennym spotykaja sie z nimi tylko matematycy.
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