
Co to sa
przedzialy ufnoscl

Doc. dr Ryszard ZIELINSKI
"W celu wyznaczenia ladunku elektronu wykonano piec niezaleznych pomiarów tego ladunku
i otrzymano wyniki (w absolutnych jednostkach elektrostatycznych): 4,781' 10-10; 4,795' 10-10,
4,769' 10-10; 4,792 .10-10 i 4,779'W-lO. Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogóle
mozna na ten temat powiedziec majac takie wyniki pomiarów?"
Staly Czytelnik Delty zauwazyl byc moze, ze juz kiedys rozwazalismy zadania tego typu:
wartykule"O metodzie najmniejszych kwadratów" (Delta 8/1978) podalismy pewna zasade
postepowania przy rozwiazywaniu takich zadan. Zasada ta prowadzila do odpowiedzi, ze ladunek
elektronu jest równy sredniej arytmetycznej otrzymanych wyników (a wiec w naszym przypadku
wynosi 4,783' 10-10). Mozna sie spodziewac, ze inna seria pieciu pomiarów dalaby inne wyniki
i ze wobec tego srednia tych nowych wyników bylaby rózna od przed chwila obliczonej.
Mielibysmy wiec dwie rózne odpowiedzi na to samo pytanie. Nie ma w tym nic dziwnego, bo
przeciez juz pierwsza seria pomiarów dala nam piec róznych odpowiedzi na interesujaca nas
wielkosc, ale fakt, ze odpowiedz ciagle zmienia sie w miare wykonywania coraz to nowych
pomiarów moze byc irytujacy.
Pewnym wyjsciem z tej "niestabilnej" sytuacji byloby zaokraglenie wszystkich wyników
pomiarów do dwóch cyfr znaczacych; wtedy kazdy wynik brzmialby: 4,8' 10-10 i odpowiedz
bylaby pozornie jednoznaczna. Co wiecej, przy takich róznicach pomiedzy wynikami
poszczególnych pomiarów, jakie obserwowalismy do tej pory, mozna by z duza doza pewnosci
oczekiwac, ze dalsze pomiary nie zmienia tej odpowiedzi. Odpowiedz taka jest jednak tylko
pozornie jednoznaczna, bo powinnismy jakos zaznaczyc fakt zaokraglania wyników pomiarów,
co mozna zrobic piszac (4,8 ± 0,05)' 10-10 zamiast po prostu 4,8' 10-10. To postepowanie
prowadzi dooceny przedzialowej interesujacej nas wielkosci (oceny za pomoca przedzialu),
zamiast poprzednio stosowanejoceny punktowej (oceny za pomoca pojedynczej liczby).
Jezeli bardziej wnikliwie przyjrzymy sie naszemu zadaniu, zauwazymy dalsze problemy. Przede
wszystkim powstaje pytanie czy jezeli juz decydujemy sie na ocene przedzialowa, to musi to byc
ocena uzyskiwana - tak jak wyzej - za pomoca zaokraglania wyników. Moze "lepszy" bylby
na przyklad przedzial, którego dolnym koncem bylby najnizszy, a górnym najwyzszy wynik
z naszej serii pomiarów, a wiec w rozwazanym przypadku przedzial (4,769' 10-10; 4,795' lO-lO)?
Ten nowy przedzial jest krótszy od poprzedniego, daje wiec bardziej precyzyjne oszacowanie
interesujacej nas wielkosci, ale ...
Otóz istnieje pewne "ale", zwiazane z nastepujacymi okolicznosciami. Wyobrazmy sobie, ze
decydujemy sie wykonac jeszcze jeden, szósty, pomiar ladunku elektronu. Czy mozemy byc
pewni, ze wynik tego pomiaru znajdzie sie w wyznaczonym przedziale (4,769' 10-10;
4,795' lO-lO)? Na pewno mozemy byc bardziej pewni, ze nowy wynik znajdzie sie w szerszym
przedziale (4,8±0,05)' 10-10, ale czy z kolei tego mozemy byc pewni "na 100%"? Jak zbudowac
przedzial, który bylby "dostatecznie pewny"? Pewnosc ta zreszta powinna dotyczyc nie tyle tego,
ze dalsze wyniki pomiarów znajda sie w tym przedziale, ile tego, ze dany przedzial zawiera
szacowana wielkosc, w naszym przypadku "prawdziwa" wartosc ladunku elektronu.
Oto pewne rozwiazanie zagadnienia estymacji przedzialowej. Oznaczmy wielkosc szacowana
przez q (w naszym zadaniu jest to ladunek elektronu), wyniki pomiarów oznaczymy przez
Xl> X., H" x. (w naszym zadaniu mamyn = 5) i przez /(Xl> X2, H" X.) oznacZmY przedzial
zbudowany na podstawie tych wyników. Niechy bedzie ustalona liczba z przedzialu (O, 1).
Definicja. Przedzial /(X., X2, ... , x.) nazywamy przedzialem ufnoscina poziomie ufnosciy, jezeli

P{qe/(x.,X2, .H,X.)} = y,

tzn. jezeli przedzial /(X., X2, H" x.) z prawdopodobienstwem y zawiera szacowana wielkoscq.

Teoria przedzialów ufnosci stanowi obszerny fragment statystyki matematycznej. Zilustrujemy
na bardzo waznych dla zastosowan przykladach typowe rozwiazania podawane przez te teorie,
a na zakonczenie wrócimy do naszego wyjsciowego zadania szacowania ladunku elektronu.
Przyklad 1 (rozklad wykladniczy). Za pomoca licznika Geigera-Miillera badamy intensywnosc
pewnego zródla promieniowania. Intensywnosc zródla mierzymy srednia liczba czasteczek
wypromieniowanych (dokladniej: zarejestrowanych przez licznik) w ciagu sekundy. Liczne
badania zagadnienia promieniotwórczosci pozwalaja na sformulowanie prawa, ze jezeli
intensywnosc promieniowania jestl, to odstep czasu pomiedzy dwoma kolejnymi "tyknieciami"
licznika (oznaczymy ten odstep przez T)jest zmienna losowa orozkladzie wykladniczym:

P{T.:;;t}=l-e-Ar, l>O.

Wzór ten mozna równiez napisac w postaci:

(l) P{lT.:;; t} = l-e-t•

Dla danej liczbyy, powiedzmy y = 0,95, znajdzmy takiety, zeby l-e- ty = y.

Otrzymujemy (log oznacza logarytm naturalny), zety = -log 0,05 = 2,996.
Jezeli wiec w pewnym eksperymencie zaobserwujemy, ze badany odstep czasu wynosiT, to na
mocy wzoru (l) mamy

{ 2,996}P l.:;; -T = 0,95
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Jez-eliZy jest taka liczba, ze2<P(zy)-1 = r, to otrzymujemy wzór

x-I'

a l
l (' __11P{X';; X} = ~ J e 2 dt

Y 2n -00

Il_l"X = ----L.. x"
n ;=1

(5)

f X-p }Pt-;;-';; Xy = Y

czyli P{p ~ X -Xy oa} = r,co prowadzi do przedzialu ufnosci(X-Xl" a, +00).
Ze WZoru (3) latwo otrzymuje sie wzór

{I X-p } 1 ~ - ~ 12P I--~- .;;X = ~=J e.2 dt = <P(x)-<P( -X) = 2<P(x)-1.
- y2n -x

(4)

Prawa strona tego wzoru, funkcja

(3)

Wzór (2) mozna oczywiscie zapisac w postaci

lub w postaci

Wielkosc x jest po prostu srednia arytmetyczna naszych wyników, natomiastS2 jest wielkoscia,
za pomoca której szacuje sie nieznanea2• W rachunku prawdopodobienstwa dowodzi sie, ze ma.
mi,ejsce nastepujacy wzór (analogiczny do wzoru (3»:

(2)

x dt

p {_x-t:- Yli.;; xlJ = C.-I ~ --(----t2--)-~ji-'
.l -00 1+----n-l

jest stablicowana, a jej tablice sa latwo dostepne; nazywa sie ona dystrybuanta rozkladu
normalnego. Jak w poprzednim przykladzie, mozemy dla danej liczbyy E (O, 1) znalezc takie

x,,, zeby <P(xy)= y.
Jezeli znamy wartosc parametrua, to ze wzoru (3) otrzymujemy natychmiast "jednostronny"
przedzial ufnosci dla p na poziomie ufnosciy, mamy bowiem

p{ X:P\';;Zy}=y,I
który natychmiast daje "dwustronny" przedzial ufnosci dlaII na poziomie ufnosciy:

(X-zyo a, X+zl' o a).
Przyklad 3 (rozklad t Studenta). Jezeli nie znamy wartosci parametrua, podane wzory staja sie
bezuzyteczne i musimy postepowac inaczej.
Przypuscmy, ze wykonalismy serie pomiarów pewnej nie znanej wielkosci p i ze otrzymalismy
wyniki Xl> X2, 0.0' x.o Niech

gdzie c._ 1jest pewna stala. Funkcja wystepujaca po prawej stronie tego wzoru - oznaczymy ja
przez H._I (x) - nazywa sie dystrybuantarozkladu t Studenta. Funkcja ta, podobnie jak
dystrybuant'a rozkladu normalnego, jest stablicowana i tablice jej sa latwo dostepne.

gdzie a jest parametrem rozkladu charakteryzujacym dokladnosc pomiarów(a nazywa sie
odchyleniem srednim lub odchyleniem standardowym, natomiasta2 nazywa sie wariancja. Jest
to dokladnie taka s3J)la wariancja zmiennej losowejX, z jaka Czytelnik spotyka sie w podreczniku
Wo Szlenka dla szkoly sredniej).

( 2996)i przedzial 0,~i jest przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla interesujacej nas

intensywnosci A. Innymi slowy: z prawdopodobienstwem 0,95 intensywnosc badanego zródla
promieniowania miesci sie w tak obliczonym przedziale.
Przyklad 2 (rozklad normalny). W teorii pomiarów uzasadnia sie, ze w wielu typowych
sytuacjach blad pomiaru jest zmienna losowa orozkladzie normalnym (rozkladzie Gaussa).
Oznacza to, ze jezeliX jest wyniki-em pomiaru wielkosci p, to

Blad pomiaru moze miec rozklad normalny

tylko wtedy, gdy pomylki w kierunku
nadmiaru sa tak samo prawdopodobnet jak

pomylki w kierunku niedomiaru. Na

ponizszym rysunku przedstawiono tzw.

krzywa gestosci rozkladu normalnego;

Il jest wielkoscia mierzona, a rzedna
w punkcie x jest proporcjonalna do

prawdopodobienstwa, ze wynik pomiaru

btd.ric fÓWO"" x.+ ,1_ dx.) - 1A
)i X

W takiej sytuacji budowa przedz.ialu ufnv:>u

wymaga zupelnie innego postepowania mi:

opisane w artykule.

Jezeli mierzymy np.Zi.l\\.arto~": lw pfoCenlJ ••..h)

jakiegos skladnika w wodzie rzecznej i ta

zawartosc jest bardzo niska, a nasz pomiar

niezbyt precyzyjny, to krzywa opisujaca

rozklad prawdopodobienstwa bledu bedzie

miala taczej ksztalt taki, jak na ponizszym

rysunku, a wiec bardzo rózny od ksztaltu
odpowiedniej krzywej rozkladu normalnego.

15



--

k = O, 1,2,3,4.

0,0256 M = 1000,

~ 39062 4' (0,6» 0,4 "" 13 500.

39062·6' (0,6)2' (0,4)' "" 13SOO,

, 39062' 4' 0,6 (0,4»:>: 6 000.

k) ~ (t),,4(l- a)4 •

N(O) :>: 39062' (0,6)4 :>: 5062

y

N(I)
N(2)

N(3)

P(X

oraz oszacowania liczb rOLpadów omawianego

typu zarejestrowanych odpowiednio jako rozpady

z 1,2 i 3 kwantami y:

M"" 39062.

Interpretujac dalej prawdopodobienstwa jako

czestosci znajdujemy'
oszacowanie liczby rozpadów nie zarejestrowanych

Do uzyskania odpowiedzi na postawione pytania

mOLem)' teraz zastosowaC nastepujace
(uproszczone!) wnioskowanie:

Interpretujemy prawdopodobienstwa jako

wzgledne czestosci. Poniewaz z nieznanej ilosci

M rO:.lpadów omawianego typu zarejestrowalismy

1000 rozpadów z czterema kwantami y, a wze1edna
czestosc ich wystepowania wynosi

<:)(0,4)4(0,6)0 = (0,4)4 ~ 0,0256,
lo

skad

Rozwiazanie zadania F 60b.
Z danych zadania wynika, ze proces rejestracji

kwantów)' pochod:.lacych z pojedynczego rozpadu

mezonu K~ na cztery kwanty y mOLem)'

traktowac jako schemat Bernoulliego 7Jozony

z czterech prób o pra\\'dopodobienstwie sukcesu

ex :....:.0,4. Liczba X zarejestrowanych kwantów y

Jest wtedy iloscia sukcesó'" w tym schemacie,
i wobec tego prawdopodoblCnS1Wa zaobserwowania

k kwantów y wynosza

x n-3

= a'_l ~t-2- e2 dt,
O

-

{ X-fL .r }P -s-yn.,; ty

{ (n-l)s2 }
p ---- ~x

aZ

5"__-e-5
k! '

6

~ 5'P(X;;. 7) = I-e-' L.J -- :>:0,24.
;=0 i!

Dopuszczalne stezenieJI31 odpowiada

2,7' 10-11.3,7' 1010.60:>: 6 rozpadom na
minut~ i litr. Pomiar wykaze wiec stei:enie

wieksze od dopuszczalnego. jesli zaobserwuje sie
w nim co najmniej 7 rozpadów, wabee czego

szukanym prawdopod0bienstwem jest

Rozwiazanie zadaniaF 60a
Zakladamy, ze zmienna losowaX: .,1ic7ba

rozpadów na minulfC w objetosci l litra" ma

rozklad Poissona. RzeczywiScie stezenie.J1J 1

W atmosferze laboratorium daje przecietnie

2,252' 10- J2 . 3,7 . 1010 60:>: 5 rozpad6w na

minut~ i litr, zatem prawdopodobienstwo P(X ~ k)
tego, ze w pomiarze kontrolnym zaobserwuje sie

k rozpadów t wynosi w przyblizeniu

(6)

otrzymujemy przedzial ufnosci dlafL

(_ s _ s )x- yli ty, x+ yn ty .

Przyklad 4 (rozklad X2). W sytuacjach, gdy parametra nie jest znany, mozemy byc zainteresowani
w jego oszacowaniu za pomoca przedzialu ufnosci. Odpowiedni wzór, analogiczny do wzorów
(1), (3) i (6), ma teraz postac !

Odpowiednikiem wzoru (4) jest teraz wzór

{IX-fL I }P ,-s- y1i .,; x = 2H._1(x)-l,

jezeli wiec znajdziemy taka liczbety, ze 2H.-1(ty)-1 = y,

to na mocy wzoru

-

ty
(dla n = 5)

2,132

2,776

4,604

'"'

-

Zi'

1,645

1,960

2,576

X. x.t+--I
4,79 4,80

a+{I'+;·' ",
a'+fJ+"I'

",
a'+jJ'+y

n.

05zacoWcinle przedzlcJtoj,J{e

1,282

1,645
2,326

oszacowanIe punktowe Delia 8/1978

)('5 x11 X4 X!5• I ••. l" I
4,78 4,79 4,80

X., x,
...•...
4,78

X,.-t
4,77

X3...
4,77

y x

_-1__1'_

0,9
0,95
0,99

,
4,76

1.76

a+fJty = ".
Podobnie, rozpatrujac pozostale wierzcholki,

otrzymujemy

Dodajac \tronami równosci picrw.na j druga oraz

trzecia i czwarta dostajemy 2a + fJ .•• fi + y + y' =
• 2a' + fi + fi' + l' "'l" ~ 2", skad a = a'.

Rozwiazanie zadania M 179.
Niech A, B, C, D beda wierzcholkami

czworoscianu. Niech a bedzie katem. pod którym

przecinaja sie okre:gi opisane na scianach majacych

wsp6lna kraw~dz AD. podobnie fi niech odpowiada

kraw~dzi BD, y- CD, a' - BC, fi' - CA,
y' - AD. KalY a, {I, y przy wierzcholku D

utworzone sa prze7. stycznew punkcie D do

okr~g6w opisanych na tr6jkatach BCD, ACD
i A BD. Styczne te lezaw jednej plaszczyznie,
a mianowicie w plaszczyznie stycznejw punkcie

D do sfery opisanej na czworoscianie. Jest wi~c

(por. rysunek)

gdzie a._ I jest pewna stala. Funkcja wystepujaca po prawej stronie tego wzoru jest dystrybuanta
rozkladu X2 (rozkladu chi-kwadrat); tablice tej funkcji sa równiez latw,o dostepne. Bardziej
szczególowe uwagi na temat wszystkich omawianych wyzej sposobów konstrukcji przedzialów
ufnosci znajdzie Czytelnik w mojej ksiazeczce"Rachunek prawdopodobienstwa z elementami
statystyki matematycznej",Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne1976.
Na zakonczenie powrócmy do naszego zadania szacowania ladunku elektronu. Przypuscmy,
ze zgodnie z ogólna teoria bledów pomiarów mamy tu do czynienia z rozkladem normalnym
i ze nie znamy precyzji metody, za pomoca której otrzymalismy nasze wyniki, tzn. nie znamy
parametru a. W tej sytuacji powinnismy skorzystac ze wzoru (6). Niech np, y= 0,9. Z tablic

Weulug najnow,zych pomlarow I~~uuek otrzymujemy ty = 2,132.Na podstawie wzorów (5) mamyx = 4,783' 10-10oraz
elektronu wynoSI .1.6021892' 10- kulomba, _ • -10 ... , .. -10 .. -10 .
COwabsolutnycll)ednostkachelektrostatycznych S - 0,011 10 ,Jako rozwlazame otrzymujemy przedZial(4.772 10 ,4,794 10 ),a WieC
r6wna si~ 4,803242' 10-10._ znacznie krótszy od proponowanych na w~t~rie.

Rozwiazanie zadania M ]78 Rozwiazanie zadania M ]80 ••••••Do dowodu lrzyklotnoe wykorzystamy pozyteczna Niechx, b~dzie liczba punkt6w zdobytYCh przez ~
njerówno~c xy+yz+:-x ~ .l:1.+)'1.+Z1 (jest ona zawodnlka, który :zajaJ i-te miejscew turnieju.

l Mamy 7 ~ Xl > Xl. > XJ > \"4 > X.s > X6 >
równowazna nierównosci -2[(x- y)1+ (y-z)l+ > X7 > X!l, a wiec Xl. ~ 6,5. Ostatni czterej

+ (z- x)21 " O). zawodnicy rozegrali miedzy soba 6 partii, punkty

Przyjmiemy kolejno (x,y. z) ......;(a", b",c04), za te partie zostaly pn)'znane tym zawodnikom,

(a1bl, blc1, clal), (oblc, abc1, olbd: zatem Xs + X6 +x7 + X8 ;:e 6, skad Xl ;;, 6. Musi
a8+b8+c8 ~ a4b4+b4c"+c4a4 ~ a1b4c1+ wiec byc Xl.:= 6,51ub XI:=:" 6. W picrwszym

+blc4al+cla-4b1:;;.>: a2bJc3+'blc:\aJ+ prz)padku drugi zawodnik musialbySLe\C partii

+ C203b3 = (be + ca + ab)a2bJcJ.. wygrac i jedna zremisowac, pierwszy z drugim
by najwyzej zremisowal i Xl ~ 6,5 :......:Xl, co

przeczy nierówno~j Xl > X2' Musi wiec byc
Xl =:;..:; 6, zatem XS+x6+X1+X8 6, tzn. kazdy

z ostatnich czterech szachistów uz)'skal punkty

tylko z partii rozgryw~tnych z p07o~taJymi trzema
z tej grupy, a wiec przegral z kazdym
z 7_awodników, którzy zajeli pierwsze cztery

miejsca. W szczególnosci czwarty zawodnik\li ygraJ

z szóstym.
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