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przedzialy ufnosci

Doc. dr Ryszard ZIELINSKI

,»W celu wyznaczenia ladunku elektronu wykonano pie¢ niezaleznych pomiardéw tego ladunku

i otrzymano wyniki (w absolutnych jednostkach elektrostatycznych): 4,781 - 107°9; 4,795 - 10719,
4,769 - 10712, 4,792 - 10'° i 4,779 - 10~'°. Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogole
mozna na ten temat powiedzie¢ majac takie wyniki pomiarow?”

Staly Czytelnik Delty zauwazyl by¢ moze, ze juz kiedys$ rozwazali$my zadania tego typu:

w artykule ,,O metodzie najmniejszych kwadratow™ (Delta 8/1978) podalismy pewna zasadg
postepowania przy rozwigzywaniu takich zadan. Zasada ta prowadzila do odpowiedzi, ze ladunek
elektronu jest rowny sredniej arytmetycznej otrzymanych wynikow (a wigc w naszym przypadku
wynosi 4,783 - 107'°). Moina si¢ spodziewaé, Ze inna seria pigciu pomiaroéw dalaby inne wyniki

i Ze wobec tego $rednia tych nowych wynikow bylaby rozna od przed chwilg obliczonej.
Mielibysmy wigc dwie rozne odpowiedzi na to samo pytanie. Nie ma w tym nic dziwnego, bo
przeciez juz pierwsza seria pomiarow dala nam pie¢ réoznych odpowiedzi na interesujacyg nas
wielkos¢, ale fakt, Ze odpowiedz ciagle zmienia si¢ w miare wykonywania coraz to nowych
pomiarow moze by¢ irytujacy.

Pewnym wyjéciem z tej ,,niestabilnej” sytuacji byloby zaokraglenie wszystkich wynikow
pomiarow do dwoch cyfr znaczgcych; wtedy kazdy wynik brzmialby: 4,8 - 1072 i odpowiedz
bylaby pozornie jednoznaczna. Co wigcej, przy takich roznicach pomigdzy wynikami
poszczegodlnych pomiaréw, jakie obserwowali$my do tej pory, mozna by z duzg doza pewnodci
oczekiwac, ze dalsze pomiary nie zmienig tej odpowiedzi. Odpowiedz taka jest jednak tylko
pozornie jednoznaczna, bo powinni$my jako$ zaznaczy¢ fakt zaokraglania wynikow pomiarow,
co mozna zrobi¢ piszac (4,8 +0,05) - 10~'° zamiast po prostu 4,8 - 10'°. To postgpowanie
prowadzi do aceny przedzialowej interesujgcej nas wielkosci (oceny za pomocg przedzialu),
zamiast poprzednio stosowanej oceny punktowej (oceny za pomoca pojedynczej liczby).

Jezeli bardziej wnikliwie przyjrzymy si¢ naszemu zadaniu, zauwazymy dalsze problemy. Przede
wszystkim powstaje pytanie czy jezeli juz decydujemy si¢ na oceng przedzialowa, to musi to byé
ocena uzyskiwana — tak jak wyzej — za pomocg zaokraglania wynikow. Moze ,lepszy” bylby
na przyklad przedzial, ktorego dolnym koricem bylby najnizszy, a gornym najwyzszy wynik

Z naszej serii pomiarow, a wigc w rozwazanym przypadku przedzial (4,769 - 10-'°; 4,795 - 10~'9)?
Ten nowy przedzial jest krotszy od poprzedniego, daje wigc bardziej precyzyjne oszacowanie
interesujgcej nas wielkosci, ale, ..

Otoz istnieje pewne ,,ale”, zwiazane z nastepujgcymi okolicznoiciami. Wyobrazmy sobie, Ze
decydujemy sie wykonac jeszcze jeden, szosty, pomiar fadunku elektronu. Czy mozemy by¢
pewni, ze wynik tego pomiaru znajdzie si¢ w wyznaczonym przedziale (4,769 - 107'9;

4,795 - 10~'%)? Na pewno mozemy by¢ bardziej pewni, Ze nowy wynik znajdzie si¢ w szerszym
przedziale (4,8+0,05)- 1019, ale czy z kolei tego mozemy by¢ pewni ,,na 1009 ? Jak zbudowa¢d
przedzial, ktory bylby ,,dostatecznie pewny™? Pewnos¢ ta zreszta powinna dotyczy¢ nie tyle tego,
#= dalsze wyniki pomiarow znajdg si¢ w tym przedziale, ile tego, Ze dany przedzial zawiera
szacowana wielkos$¢, w naszym przypadku ,,prawdziwg"” warto$¢ ladunku elektronu.

Oto pewne rozwigzanie zagadnienia estymacji przedzialowej. Oznaczmy wielko$¢ szacowang
przez g (w naszym zadaniu jest to ladunek elektronu), wyniki pomiarow oznaczymy przez

Xy, X2, ...y Xa (W Daszym zadaniu mamy n = 5) i przez I(x;, xa, ..., X,) oznaczmy przedzial
zbudowany na podstawie tych wynikéw. Niech ¢ bedzie ustalong liczba z przedzialu (0, 1).
Definicja. Przedzial I(x,, xa, ..., x,) nazywamy przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci y, jezeli

P{qel(xll X2y aney xu)} =%

tzn. jezeli przedzial I(x,, x3, ..., x,) z prawdopodobienstwem y zawiera szacowana wielkosc¢ q.
Teoria przedzialow ufnosci stanowi obszerny fragment statystyki matematycznej. Zilustrujemy
na bardzo wainych dla zastosowan przykladach typowe rozwigzania podawane przez t¢ teorig,
a na zakonczenie wrocimy do naszego wyjsciowego zadania szacowania ladunku elektronu.
Przyklad 1 (rozkiad wykladniczy). Za pomocg licznika Geigera-Miillera badamy intensywno$¢
pewnego Zrodla promieniowania. Intensywnos¢ Zrodla mierzymy $rednia liczbg czasteczek
wypromieniowanych (dokladniej: zarejestrowanych przez licznik) w ciggu sekundy. Liczne
badania zagadnienia promieniotwérczosci pozwalajg na sformulowanie prawa, ze jezeli
intensywnos¢ promieniowania jest 4, to odstgp czasu pomiedzy dwoma kolejnymi ,,tyknigciami’
licznika (oznaczymy ten odstgp przez T)jest zmienng losowa o rozkladzie wykladniczym:

P{T<t}=1—e¥ i>0.

WzoOr ten mozna rowniez napisa¢ w postaci:

) P{AT< t} =1—e".
Dla danej liczby y, powiedzmy y = 0,95, znajdZmy takie ¢,, zeby 1—e~"» = 3.
Otrzymujemy (log oznacza logarytm naturalny), Ze 7, = —log 0,05 = 2,996.

Jezeli wiec w pewnym eksperymencie zaobserwujemy, Ze badany odstep czasu wynosi T, to na
mocy wzoru (1) mamy

2,996
p{a <" = 095

TQ



Blgd pomiaru moze mieé rozklad normalny
tylko wtedy, gdy pomylki w kierunku
nadmiaru s3 tak samo prawdopodobne, jak
pomylki w kierunku nicdomiarn, Na
ponizszym rysunku przedstawiono tzw.
krzywg gestodei rozkladu normalnego;

1 jest wiclkodeia mierzong, a rz¢dna

w punkcie x jest proporcjonalna do
prawdopodobienstwa, Ze wynik pomiaru

; 1
bedsie rowny x+ - dx.
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Jezeli mierzymy np. muwartose (w procentachi)
jakiegos skladnika w wodzie rzecznej i ta
zawartosé jest bardzo niska, a nasz pomiar
niezbyt precyzyiny, to krzywa opisujgca
rozklad prawdopodobienstwa bledu bedzie
miala raczej ksztalt taki, jak na ponizszym
rytunku, a wigc bardzo roiny od ksztaltu
odpowiedniej krzywej rozkladu normalnego.

o 100% =<
W takiej svtuacji budowa przedzialu ufnes

wymaga zupetnic innego postgpowania mz
opisane w artykule.

P

i przedziat (0, = = )jcst przedziatem ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla interesujacej nas

intensywnoéci 4. Innymi slowy: z prawdopodobienstwem 0,95 intensywno$¢ badanego Zrodia
promieniowania miesci sig w tak obliczonym przedziale.

Przyklad 2 (rozklad normalny). W teorii pomiaroéw uzasadnia si¢, Ze w wielu typowych
syluacjach blad pomiaru jest zmienna losowa o rezkladzie normalnym (rozkladzie Gaussa).
Oznacza to, Ze jezeli X jest wynikiem pomiaru wielkosci u, to

g e
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gdzie o jest parametrem rozkladu charakteryzujacym dokladnos$¢ pomiarow (o nazywa sig
odchyleniem $rednim lub odchyleniem standardowym, natomiast ¢* nazywa sig wariancija. Jest
to dokladnie taka sama wariancja zmiennej losowej X, z jakg Czytelnik spotyka si¢ w podreczniku
W. Szlenka dla szkoly $redniej).

X=

a
_,l.;!

1
Wzor (2) mozna oczywiscie zapisa¢ w postaci P{X < x} = l/___ e % dt
2 o
lub w postaci
X
X— 1 e
3) P{--- S (P fe?a
g Vo 2,
1 ¢ -3P
Prawa strona tego wzoru, funkcja @(x) = ——- S e 2 dr
2

jest stablicowana, a jej tablice sa latwo dostgpne; nazywa si¢ ona dystrybuanta rozkladu
normalnego. Jak w poprzednim przykladzie, mozemy dla danej liczby y € (0, 1) znale#¢ takie
Xy, 2eby D(x,) = y.

Jezeli znamy warto$¢ parametru o, to ze wzoru (3) otrzymujemy na.tychm:ast wjednostronny”
przedzial ufnosci dla & na poziomie yfnosci ¥, mamy bowiem

X—
P{~ = x,,} =y
T

czyli P{p> X—x, 0} =y, co prowadzi do przedzialu ufnosci (X—x,, - @, +00).
Ze wzoru (3) latwo otrzymuje sig wzor

R S L

Jezeli z, jest taka liczba, e 2(z,)—1 = y, to otrzymujemy wWzor

1 X—p
{|___'|ézy}—y»

ktéry natychmiast daje ,,dwustronny™ przedzial ufnoéci dla u na poziomie ufnosci y:

(X—z,+ 0, X+2z, a)

Przyktad 3 (rozkiad t Studenta). JeZeli nie znamy wartosci parametru o, podane wzory staja si¢
bezuzyteczne i musimy postgpowaé inaczej.

Przypuiémy, ze wykonali$my serig pomiaréw pewnej nie znanej wielkosci p i ze otrzymaliSmy
wyniki x,, X2, ..., X5 Niech

dt = P(x)—DP(—x) = 2P(x)—1.

"
(5) ' st Z i W Z ei—F)E.
L =1
Wielkos¢ x jest po prostu érednig arytmetyczna naszych wynikéw, natomiast 52 jest wielkoscia,
za pomocy ktorej szacuje sie nieznane o, W rachunku prawdopodobierstwa dowodzi si¢, Ze ma
migjsce nastepujacy wzor (analogiczny do wzoru (3)):

= l X df
X—p .- :
P {___g'__ }/I'l = xl = Cp-1 S _j”';r{o
=
H—1
gdzie ¢, jest pewna stala. Funkcja wyst¢pujaca po prawej stronie tego wzoru — oznaczymy ja

przez H,_(x) — nazywa si¢ dystrybuanta rezkladu ¢ Studenta. Funkcja ta, podobnie jak
dystrybuanta rozkladu normalnego, jest stablicowana i tablice jej sa latwo dostgpne.
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| (dla n = 5)
09 | 1,282 1,645 21%2
0,95 1,645 1,960 2,776
0,99 2,326 2.576 4,604
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Wealug najnowszych pomiarow ladunck
elektronu wynosl l ,6021892 - 10-'¢ kulomba,

2w aheal inostkach elektrostatycznych
réwna sie 4, 503242 10-10,

Rozwigzanie zadania M 178
Do dowodu treykrotnie wykorzystamy polyleczng
nierdwnose xy+ ¥r4:x = x4 ¥4 27 (jest ona

- £ Sl
rawnowaina nierdwnosei - [(x— 3+ (v—=2)*+

+(z=%)7] 2 0).
Przyjmiemy koleino (x, ¥, 2) = (a4, b*,c*),
(@252, b3c?, c*a?), (abc, abc?, a¥be):

aP+ b0 4 c? = atht + bt ctat = atbied +
+bictat + c2ath? = atbied 4 bictad +
+c2a’h? = (be+ ca+ ablaibic?

Rozwigzanic zadania M 179.

Niech A, B, C, D beda wierzcholkami
czworodcianu, Niech a bedzie katem, pod ktdrym
przecinajg sie okregi opisane na scinnach majacych

wspdlng krawedi A D, podobnie g niech odpowiada

krawedzi BD, y — CD,a" — BC, ' — CA,

' — AB. Katy a, fi, y prey wierzcholku D
utworzone sa przez styczne w punkeie I} do
okregdw opisanych na trofkutach BCD, ACD

i ABD. Styczne te leiny w jednej plaseczyznic,

a mianowicie w plaszczyinie stycznej w punkcie
D do sfery opisangj na czworoicianie, Jest wiec
{por. rysunek)

a+feyr—mn

Podobnie, rozpatrujgc pozostale wierzcholki,
otrzymujemy

a4+ 8+ v,
a'+ i+ X,
2"+ 8"+ 1

Dodajgec stronami rownosci pierwazg i drug:| oraz
trzeciy i czwartg dnsupcnn 2a+ 4+ 4
WP+ v+ =2n8kd a =a’,

@

Odpowiednikiem wzoru (4) jest teraz wzor

P{x_"
Lo

jezeli wige znajdziemy takq liczbe 1, ze 2H,_(1,)—1 = 7,
t0 na mocy wzoru

) P {! i:” VE! < r,.} =y

< x} =2H,_,(x)—-1,

otrzymujemy przedzial ufnosci dla u

(f_ il 1 X4 5 1 )
Va " Vn 'f
Przyklad 4 (rozklad x?). W sytuacjach, gdy paramelr ¢ nie jest znany, moZzemy by¢ zainteresowani
W jego oszacowaniu za pomocg przedzialu ufnosci. Odpowwdm wzor, analogiczny do wzorow
(1), (3) i (6), ma teraz postac¢
p { (n— l,h"

x
= }_a._,Srz e? d:.
0

gdzie a,-, jest pewng stala, Funkcja wystepujaca po prawej stronie tego wzoru jest dystrybuantg
rezkladu x* (rozkladu chi-kwadrat); tablice tej funkcji sa rowniez latwo dostgpne. Bardziej
szczegblowe uwagi na temat wszystkich omawianych wyzej sposobow konstrukgeji przedzialow
ufnosci znajdzie Czytelnik w mojej ksiazeczee ,, Rachunek prawdopodobieristwa z elementami
statystyki matematyeznej”, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1976.
Na zakonczenie powrd¢my do naszego zadania szacowania fadunku elektronu. Przypusémy,
Ze zgodnie z ogdlng teorig bledow pomiaréw mamy tu do czynienia z rozkladem normalnym
i ze nie znamy precyzji metody, za pomoca ktorej otrzymali$my nasze wyniki, tzn. nie znamy
parametru o. W tej sytuacji powinniSmy skorzystaé ze wzoru (6). Niech np. y = 0,9. Z tablic
otrzymujemy f,, = 2,132. Na podstawie wzorow (5) mamy x = 4,783 - 10~'° oraz
5= 0,011 10-'°. Jako rozwiazanie otrzymujemy przedzial (4.772- 10-19; 4,794 - 107'?), a wige
znacznie krotszy od proponowanych na wsiepic.
Rozwigzanic zadania M 180 i
Niech x; bgdzic liczbg punktdw zdobytych przez
zawodnika, ktory zajal i-te miejsce w turnieju.
Mamy 7 2 x;, > X; > X3 > X3 > Xg > Xg >
= 6,5. Ostaini czterej
zawndnicy rozegrali miedzy soba 6 partii, punkty
za (e partie zostaly przyznane tym zawodnikom,
Zatem X5+ xg+ X7+ %y = 6, skad x; = 6, Musi
wige byt X3 = 6,5 lub x; =

> Xy > Xpy R WigC X3

-3

Z danych zadania wynika, fe proces rejestracji

Rozwigzanic zadania F 60b.
6. W pierwszym kwantow 3 pochodzgeych ¢ pojedynczego rozpadu

przypadku drugi zawodnik musialby szesd partii na czlery kwanly y moiemy
WYRF

by najwylej zremisowal | x; = 6,5 X3, cC0

mezonu K2
traktowad jako schemat Bernoulliego zlozony
z czterech prob o pruwdopodobicfistwic sukeesu

& i jedng zremisowad, pierwszy z drugim

przeczy nierownosci x; > ;. Musi wice byé a = 0,4. Liczba X zarcjestrowanych kwantdw 3

Xz = 6, Talem Xy + X5+ .39+ x5 = 6, tzn, kaidy jest wiedy ifofciy sukeesdw w tym schemacie,
z ostatnich czterech szachistow uzyskal punkty i wobee lego prawdopodobienstwa zaohserwowania

tylko z partii rozgrywanych z p._rruslal)':ll] trzemn k kwantow y wynoszg
z te] grupy, & wige przegral z kardym

PO =) = (G-t k=0,1,2,3,4,

z zawodnikow, kiorzy zajeli pierwsze ertery
micisca. W szczegolnoscl czwarly zawodnik wygral

T SZOStym.

Do uzyskanin odpowiedzi na postawione pylania
mokemy teraz zastosowad nustepujgee
(uproseczone!) wnioskownanie:

Interpretujemy prawdopodobienstwa jako
wzgledne czestodel. Poniewad z nieznanc flosci

M rozpaddw omawianego typu zarcjestrowalismy
1000 rozpadow 7 czterema kwantami 3, a wzgledna
czgstosd ich wysigpowanian wynosi

Rozwigzanic zadania F 60a
Zakladamy, ¢ zmienna losowa X, liczba
rozpadéw na minuie w objetosci | litra"™ ma

rozklad Poissona. Recczywiscie sigenie.J!3?

5 g ke ($H0,4)%(0,6)" = (0, 4)* = 0,0256,
w atmosferze luboratorium daje przecigtnic i
2,252-10-12-3,7- 102 - 60 = 5 rozpaddw na
minutg i litr, zatem prawdopodobienstwo P(X = k) 0,0256 M == 1000,
tego, e w pomizrze kontrolnym zachserwuje sig skad

k rozpadow, wynosi w przyblizeniu

5k

TR e-4,

Dopuszczalne stezenie J' 2 odpowiada
2,7-10-%3-3.7-10'°- 60 = 6 rozpadom na
minute i litr. Pomiar wykaZe wigo stelenie
wicksze od dopuszczalnego, jesli zaobserwuje sig
w nim co najmnicj 7 rozpaddw, wobee czego
szukanym prawdopodobicnstwem jeat

6

€l
PX2T)=1=-c"1 T’ 1 & 0,24,

i=D

M = 39062
Interpretujye dalej prawdopodobicnstwa jako
czestosci znajdujemy:
oszacowanie licgby rozpaddw nie zargjestrowanych

N(0) = 39062 (0,6)* = 5062

oraz oszacowania liczb rozpadow omawianego
typu zarcjestrowanych odpowiednio jako rozpady
1,213 kwantami 3

N(1) = 39062 4-(0,6)°-0,4 = 13 500,
N(2) = 39 062 6 (0,6)% - (0,4)* = 13 500,
N(3) = 39062-4- 0.6 (0,4)* = 6000,



