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Aksjomatyczna definicja pruwdopodobienstwa

(Kolmogorowa):

1) Pim = €0,1),

2) P() =1,

3) Jesdli Ay, Ay, ... Ay,...€ m oraz dla

kagdych i, j (i # ) jest Ay A = o, 10
FlAy oA v a) =
= P{A)+P(A)+ ... +P(4)+ ...,

W nicktérych wykladach rachunku
lobien ¢ definiuje

prawdop wa dystryl

sig przez nierownosé nieostrg:

Fy(x) = P({we 2:X(» < x)),

co zmienia troche wh dci dystrybuaunty,
ale w niczym nie zmienia ogdlnej teorii.

[...] W grze pienigznej, jezeli summe, o ktorg si¢ gra, rozmnozymy przez podobienstwo trafu,
otrzymujemy to, co sig nazywa nadzieja, czyli oczekiwanie; jesli zas t¢ summe pieniezna
rozmnozymy przez podobienistwo chybienia, mamy to, co si¢ nazywa obawa.

Wigc rachunek ten daje nam warto$c i ceng naszej nadziei i obawy nie tylko w grze, ale we
wszystkich przedsigwzigciach losowych. Stosujac podobienstwo trafu do summy w grze
postawionej, mamy (o, co si¢ nazywa nadzieja matematyczna; stosujac je za$ do calego majatku
gracza, mamy nadzieje moralna, bo wtenczas dochodzi¢é mozna niebezpieczenstw straty i
zupelnego upadku gracza, a stad wypadajacej demoralizacji ludzi Zle sig rzadzacych.

Fragment z rozprawy: O rachunku losow. Rzecz czytana na sessyi literackiej Uniwersytetu
Wilenskiego 15 listopada 1817 roku v.s, Cytowane wg: Jan Sniadecki, Wybdr Pism Naukowych,
PWN, Warszawa 1954.

Red.: Termin nadzieja matematyczna stosunkowo niedawno dopiero wyparty zostal przez wartodé oczekiwang, obawa
matematyezna nigdy si¢ nie prayjeta. Podobierstwo to oczywiscie prawdopodobiedstwo, a rachunek losow — rachunek
prawdopodobienstwa.

Rozklady prawdopodobienstwa

Pragniemy — jak co roku — ofiarowaé¢ Czytelnikom prezent gwiazdkowy. Tym razem jest to
przeglad wainiejszych rozkladow zmiennych losowych rozwazanych w teorii prawdopodobienstwa
i jej zastosowaniach.

Omowienie to dalekie jest od rygorystycznej poprawnoéci formalnej. Odwolujemy sig w nim
przede wszystkim do intuicji i wyobrazni, bowiem zalezy nam tu gléwnie na uwypukleniu
swigzkow teorii prawdopodobienstwa ze zjawiskami otaczajacej nas rzeczywistosci.

Zmienna losowa i jej dystrybuanta
W badaniach przyrodniczych podstawa wszelkiego wnioskowania sa na ogol eksperyment
i mierzenie: w celu zdobycia informacji o jakims$ zjawisku przeprowadza si¢ badanie
eksperymentalne, a wynikom tego badania przyporzadkowuje si¢ liczby, ktore stajg si¢ podstawa
do dalszych wnioskowan i uogolnien.

Eksperyment badawczy na og6l ma charakter losowy. Sens bowiem prowadzenia badania
cksperymentalnego kryje si¢ w tym, ze nie potrafimy przewidzie¢, co sig¢ w nim wydarzy na
pewno, potrafimy natomiast powiedzieé, jakie sa mozliwe wyniki. To, ktory z tych mozliwych
wynikOw w rzeczywistodci si¢ wydarzy, zalezy czesto od czynnikoéw niemozliwych do uchwycenia,
zwanych losem lub przypadkiem (tak jest zarowno przy rzucie moneta, jak i rejestrowaniu
rozpadow czgstek elementarnych). Czasem zreszta badaniom eksperymentalnym $wiadomie
nadaje si¢ charakter losowy: przy statystycznej kontroli jakosci duzej partii towaru bada sig
jako$¢ przypadkowo wybranych egzemplarzy, na podstawie opinii wylosowanych rozmowcow
wnioskuje si¢ o nastrojach spoleczenstwa itd.

Eksperyment losowy (ktory moze sklada¢ sig z wielu drobnigjszych do$wiadczen) prowadzi si¢
zawsze przy zalozeniu, Ze istniejg (lub bgda istnialy) podstawy do przyporzagdkowywania
prawdopodobiefistw niektorym przynajmniej jego wynikom. A poniewaz wyniki te na ogol jakos
sie mierzy, to w efekcie wynikom mierzenia (liczbom lub zbiorom liczb) zostaja przypisane
pewne prawdopodobienstwa: prawdopodobienstwa zdarzen, ktorym odpowiadaja te liczby (lub
zbiory liczb).

Abstrakcyjnym, matematycznym modelem tak rozumianego eksperymentu jest przestrzen
probabilistyczna. Skladaja si¢ na nig:

— zbidr zdarzen elementarnych (oznaczany zwykle symbolem £2). Zdarzenia elementarne
ovdpowiadaja mozliwie najprestszym wynikom eksperymentu, takim np. jak to, Ze przy rzucie
kostkg wypadla szostka, lub to, Zze wzrost przypadkowo wybranego czlowicka wyniosl dokladnie
187,9237134 cm. :

— zbidr zdarzen (oznaczany zwykle symbolem ). Zdarzenia odpowiadaja rzeczywiscie
interesujqgcym nas wynikom doswiadczenia, takim np. jak to, Zze wzrost losowo wybranego pana
zawarty byl pomi¢dzy 187,5 cm a 188,5 cm. Zdarzenia sa podzbiorami zbioru zdarzen
elementarnych.

— prawdopodobienstwo (oznaczane zwykle przez P), ktore jest funkcja przyporzadkowujaca
zdarzeniom nalezacym do IR liczby z przedziatu <0, 1> w taki sposdb, by spelnione byly znane
warunki (tzw. aksjomaty Kolmogorowa, zob. obok).

Prawdopodobienstwo jest odpowiednikiem czestosei (lub szansy) wystgpowania okreslonego
wyniku,

Matematycznym odpowiednikiem mierzenia jest zmienna losowa, funkcja, ktéra zdarzeniom
elementarnym przypisuje liczby. Dla kazdej zmiennej losowej mozna okresli¢ jej dystrybuante —
funkcje, ktora kazdemu x € R przypisuje prawdopodobiefistwo tego, Ze zmienna ta przyjmie .
wartos¢ mniejsza od x. Inaczej mowigce, jesli X jest zmienng losowa, a Fy jej dystrybuanta, to

Fx ()2 P({o € 2: X(w) < x)).

=2
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Uklad zdarzen (A, ..., 4,} nazywamy

niezaleinym, jeéli zardwno dla tego ukladu,
jak i dowolnego jego podukladu spelniony
jest warunek: prawdopodobienstwo lgcznego
wystgpienia odpowiednich zdarzen réwne jest
iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen,

W praktyce s3 to przedzialy oraz wszysike

takie zbiory, ktore mozna otrzymad

X

7 przedzialéw przez tworzenie sum
przeliczalnych i przeliczalnych ilocryndw.
Zhiory 1e nazywane sg shiorami borelowiking
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Dia przykladu, jesli X — ilo$¢ oczek w rzucie kostka, to wartos¢ dystrybuanty tej zmiennej

w punkcie 1 wynosi 0 (jest niemozliwe, by wypadio mniej niz 1 oczko), a Fy(n) = 1/2, bo
zdarzenie ,,wypadlo mniej niz 7 oczek” jest po prostu zdarzeniem ,,wypadio 1 oczko, 2 oczka

lub 3 oczka”. Trudniej zgadna¢, jaka bylaby dystrybuanta zmiennej ¥: ,,wzrost losowo wybranego
cztowieka wyrazony w centymetrach”, ale mozna na pewno twierdzi¢, ze Fy(10) = 0

i Fy(400) = 1.

Niczaleznos¢ zmiennych losowych

( zgsto zdarza sig, Zze w jednym eksperymencie losowym wykonuje si¢ szereg doswiadczern
niezaleZznych: niezaleznych w tym sensie, Ze wynik jednego do§wiadczenia nie moze mie¢ wplywu
na to, co wydarzy si¢ w innych doswiadczeniach. Formalnym odpowiednikiem wynikow dwu
niezaleznych doswiadczen sg zdarzenia niezaleine, tzn. takie, ze prawdopodobienstwo ich lacznego
wystapienia rowne jest iloczynowi prawdopodobienstw kazdego z nich z osobna

(np. prawdopodobieristwo orfa w kazdym rzucie monety z osobna wynosi 1/2, a prawdopo-
dobienstwo dwu orlow w dwu rzutach wynosi, wobec oczywistej niezalezno$ci wynikow, 1/4).
Zmienne losowe, odpowiadajace pomiarom wynikéw niezaleznych dodwiadczen, nazywa sig
smiennymi niezaleznymi. Dla dwu zmiennych warunek niezaleznosci formuluje sig bardzo prosto:
Xi Y sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x i y ich dystrybuanty spelniaja
rownosé

Fy(x) Fr(y) =PX < xi Y <y).

Mozliwe jest tez uogolnienie pojgcia niezaleinosci na uklady wiecej niz dwu zmiennych
losowych, tu poprzestaniemy na intuicyjnym rozumieniu niezaleznosci zmiennych jako
niezaleznosci doswiadezen, w ktorych dokonujemy odpowiednich pomiarow.

I'y Py Z r1]i:*r‘:|‘.‘-,\ h losow ¥ ch

Zndjomosé¢ dystrybuanty zmiennej losowej wystarcza do okreslania prawdopodobienistw
wszystkich praktycznie interesujacych zbiorow liczb, w jakich moze znaleZé si¢ jej wartosc.

Mowi sig, ze dystrybuanta wyznacza rozklad prawdopodobiernistwa zmiennej losowej. W praktyce
jednak poslugiwanie si¢ dystrybuanta nie zawsze jest wygodne i w zwiazku z tym wprowadza

sig inne jeszcze sposoby charakteryzowania rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej.
Stosowane tu sposoby zaleza jednak od wiasnosci dystrybuanty, czyli od rypu zmiennej losowej.
Mowi sig, Ze zmienna losowa X jest typu skokowego (czasem, mniej poprawnie, typu

dyskretnego), jesli istnieje skonczony lub przeliczalny ciag liczb rzeczywistych x;, xa, ... 0 tej
wlasnosci, ze dystrybuanta ma ,,skoki” w tych punktach i suma wszystkich tych skokéw wynosi

1 (zob. rysunek). Wielkosé¢ ,,skoku” w punkcie x; jest, jak latwo stwierdzi¢, prawdopodobienstwem
zbioru tych zdarzeni elementarnych, dla ktorych zmienna X przyjmuje wartos$¢ x;. W zwiazku

+ tym wielkoéé t¢ oznacza sig symbolem

,P(X = x;)

(,,prawdopodobienstwo tego, ze X przyjmie wartosé¢ x,”).
Poniewaz przy tym dla kazdego x € R mamy

F)= Y P(X=x)
X=x

(dlaczego?), to znajomosé liczb P(X = x;) wyznacza rozklad prawdopodobienistwa. Przy tym
empirycznym odpowiednikiem ,,skoku” w punkcie x; jest czesto$¢ pojawiania sie wyniku,
ktoremu odpowiada miara x;, i postugiwanie sie wielkosciami P(X = x;) dobrze przemawia do
intuicji. Dlatego tez rozklady zmiennych skokowych charakteryzuje si¢ w ten wilasnie sposob.
Mowi sig, ze zmienna losowa X jest rypu cigglego, jesli istnieje taka nieujemna funkcja
rzeczywista ¢, Ze dla kazdego x R

Fxx = § p(ndr.
—00

Funkcja @ nazywa si¢ gestoscia rozkladu zmiennej X i oczywifcie wyznacza rozklad zmiennej
V" (bo wyznacza jednoznacznie dystrybuante). Jakie intuicje kryja sie pod takim sposobem
opisywania rozkladow? Wyobrazmy sobie pomiar masy losowo wybranego kamienia z Dunajca.
Trudno tu z gory wyznaczy¢ wartosci, jakie ta masa moze przyjmowac. Znacznie latwiej pomyélec,
ie masa moze by¢ dowolna liczbg rzeczywista, czyli Ze nasza zmienna losowa moze przyjmowac
kazda warto$¢. Poniewaz za$ czulo$¢ przyrzadow pomiarowych jest i tak ograniczona, to
zdarzeniami naprawde nas interesujacymi beda zdarzenia postaci ,,masa kamienia zawarta jest
miedzy a i b, a wigc zdarzenia, ktorych prawdopodobienistwo jest latwe do obliczenia przy
Znajomosci gestosci ¢:
b
Pla < X < b) = Fx(b)—Fx(a) = SQ(x) dx.



Tak wiec w przypadku zmiennej typu ciaglego tez uzyskujemy interpretacjg ,,czgstosciows™ :
wystepujaca po prawej stronie calka jest teoretycznym odpowiednikiem czgstodci wystgpowania
takich wynikow doswiadczenia, ktorych miara lezy w przedziale (a, b). (Warto zauwazy¢, ze jesli
roznica b—a jest bardzo mala, a funkcja ¢ — ciagla, to czgstosc ta bgdzie w $rodku x
przedzialu (a, b) w przyblizeniu rowna @(x) - (b—a). Wynika stad m.in,, Ze istnieje mozliwos¢
przyblizenia rozkladow ciaglych rozkladami skokowymi.) )

W dalszym ciggu bedziemy zajmowac si¢ tylko rozkiadami typu skokowego i typu ciaglego.
NaleZy jednak pamictaé, Ze istnieja zmienne, ktore nie naleza do zadnej z tych kategorii (tzw.
zmienne osobliwe 1 zmienne, ktore daja sie przedstawic¢ jako sumy zmiennych réZznych typow).

Zmienne o rozkladach dyskretnych
£ Rozklad jednopunktowy
Jest to rozklad takiej zmiennej, ktora na pewno, tj. z prawdopodobiefistwem 1 przyjmuje pewna
wartos$¢ x,. Empiryczna interpretacja: mierzenie wyniku doswiadczenia, w ktorym wszystko
) bylo z gory wiadome. (,,Eksperymenty” tego rodzaju bywaja jednak urzadzane i moga mie¢

pewne walory pozanaukowe, np. szkoleniowe lub propagandowe.) Rozklad ten bywa uzyteczny
w rozwazaniach teoretycznych.
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Roezklad jednostainy (rownomierny) dyskretny

Jest to rozklad takiej zmiennej X, ktora przyjmuje n roznych wartosci x,, ..., x, — kazda z tym

F
\f ‘ samym prawdopodobienstwem:
{= g
/ -
L it
[ % x

1
P(X=xi)=‘_’ l‘:l,z,...,ﬂ-
n

Xg Xs Xy X Wprowadza si¢ ja czgsto przy opisie eksperymentu losowego, o-ktorym wiadomo tyle tylko,

sc moze si¢ w nim wydarzy¢ kazdy z n mozliwych wynikow, i nie ma jednocze$nie podstaw do
przypuszczenia, ze ktorys z wynikow jest bardziej prawdopodobny, niz jakikolwiek inny (rzut
kostkg, moneta, wszelkie losowania ze zbioru skonczonego ze zwracaniem, jak na przyktad
losowanie respondentow do badania ankietg socjologiczng itp.). W typowych zadaniach

Praktyka ta nazywana bywa ,,stosowaniem Z rachunku prawdopodobienstwa sformulowania ,,wybor losowy™. ,,na chybil-trafil”,

ki j definicji prawdopodobienstwa'". »»przypadkowy™ sugerujg, iZ w rozwiazaniu nalezy posluzy¢ si¢ wlasnie rozkladem tego typu.
(Zob. tez: rezklad jednostajny ciggly.)

Wik.: Poniewai nic ma

witk: jest bardriej prawdopodobna nit inne, to

zek na Kostee  jesl jednostiajoy}

Rozklad dwupunktowy

Jest to rozklad zmiennej X, ktora z dodatnimi prawdopodobienstwami moze przyjmowaé dwic
wartosci; najczesciej przyjmuje sig, Ze sg to 11 0. Skoki dystrybuanty w tych punktach oznacza

F si¢ zazwyczaj odpowiednio przez pi g
1 Pu—
p{ PX=1)=p, PX=0=gq p+q=1
—— Opisuje kazdy taki eksperyment, w ktorym interesuja nas tylko dwa wyniki, zwane umownie
q{l i sukcesem lub porazka (wypadnigcie orla lub reszki, urodzenie chlopca lub dziewczynki itp.).
| i X Przyjeto ,,sukcesem” nazywac to zdarzenie, na ktorym zmienna X przyjmuje wartosc 1.

Rozklad dwumianowy

Niech n bedzie liczba naturalng. Rozkladem dwumianowym nazywamy rozklad zmiennej S,
ktora moze przyjmowac wartosci k = 0, 1, ..., n odpowiednio z prawdopodobienstwami

pe=P(Sy=k) = (z)p-q._x.

Powstaje przy opisywaniu tzw. schemaru Bernoulliego, to jest ciagu niezaleznych powtorzen
eksperymentu o rozkladzie dwupunktowym: S, jest wtedy zmienna losowa dajaca si¢ opisac
jako ,liczba sukcesow w n probach”. Przyklady doswiadczen i zjawisk, do opisu ktorych
wykorzystuje sie rozklad dwumianowy:

— wielokrotny rzut moneta,

— wielokrotne losowanie (ze zwracaniem) z populacji, w ktorej rozrozniamy tylko dwa rodzaje
elementow,

— statystyczna kontrola jakosci (np. zarowek: dobra — zla),

— testowanie wartosci szczepionek i lekow.

Omawiany w kazdym pod iku rachunku prawd dobieristwa.

Wirdd 20 fardwek losowo wybranych 2 dutej partii 10 przepalilo si¢ w mome

ygodna jes




Rozklad dwumianowy waZony

Powstaje przy opisywaniu ciggu n niezaleznych prob typu sukces — porazka, jesli
prawdopodobiefistwo sukcesu zalezy od warunkéw, w jakich proby te byly prowadzone, ale

w ustalonych warunkach jest stale. Zalozmy, ze jest ¥ mozliwych warunkow, przy czym i-te
warunki wystgpuja z prawdopodobienstwem o (i = 1, 2, ..., 5), a prawdopodobienstwo sukcesu
w i-tych warunkach wynosi p,.

Jesli S, jest liczba sukcesow, to

£
n
PGS, = k) = 3 a(g)pta—po=*
=1
(jesli wszystkie p, sa rowne, to dostajemy rozklad dwumianowy). Rozklad ten bywa
wykorzystywany przy analizie wynikow diagnozy, o ktorej wiadomo, Ze nie jest bezblgdna,
1. Neyman, Zasady rachunky prawdopodobieristwa § starystyki matemasyeznef, PWN, Warszawa 1969,

Gwinzdy klasyfiky Ibrzymy (O) lub s Zakwalif Yako
wndobie 2 f-pray opo o | K O g
ylikac i nie jest bezbledna. Prawde |

8q nastgpuce (dane E] ) \ \
S K =
= 4 B
¥
¥ o _I_ _I_
il 3 o

Gwiazde wyhicra si¢ losowo 1 preeprowaid rry niezaleine badanin jej widma, Niech X bedzic liczbg tyeh badan, 5 ! 1

w wyniku Kiorveh gwiaede zakwiulifikowano inko olbrzyma. Jaki jest rozklad rmicnnej X7 (Wg J. Splawy-Nevmana.) 10 3

Rozkiad dwumianowy ujemny (rozklad Pascala)

Powstaje, podobnie jak dwumianowy, przy opisywaniu ciggu niezaleznych powtorzen
doswiadczenia o rozkladzie dwupunktowym, jesli interesuje nas, ilu trzeba dodwiadczen na to,
aby pojawil si¢ r-iy z kolei sukces. Oznaczmy przez X, zmienna losowa ,,laczna liczba poraZek
poprzedzajacych r-ty sukces”. Zmienna ta moze przyjmowac kazda wartos¢ k = 0,1, 2, ... i ma
rozklad okreslony nastepujaco:

P =0 = (e

Przyklady wystgpowania:
— zadanie Banacha o matematyku, ktory nosit dwa pudetka zapalek,
— problemy czasu czekania, kolekcjonerstwa (zob. takze: rozklad g;ometryczny).

W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobiedsiwa, t. 1, PWN, Warszawa 1971, oraz M. Fisz | Fachunck
prawdopodobiedstwa i statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1958,

(Zadanie Banacha o matemaivku | zapatkach). Pewien matemaiyvk nosi przy sobic dwa pudelka mpaiek, jedno w prawej,

drugie w lewej kieszeni, Kiedy potrzebuje zapalek, wvbicra losowo z pruwdopodobicistwem |2 zapalks 2 jednei

z kigszeni. Pudelka zawierajy po A palek. Znalezd prawdopodobienstwa:

a) 2e w chwili, w kiorej z jednej kieszeni wyciqeni¢te zostanic puste pudelko, w drugie] bedsie jeszcze r zapalek,

b) w chwili, w kidre] jedno pud oprdizni sig (i nie, kiedy zostanie odkryte jako pusie), w drugim bgdzie jeszcze

r J_,de_k'k Wykurac, fe prawdopodobienstwo tego, i pudelko, ktdre oproini sig plerwsze, nie zostanic odkryte ;"el'._; puste

IN - 3
wynosi 1 :\r .}: =3N=1_(Wg W. Fellera.)

Rozklad geometryczny
Powstaje w sytuacii opisywanej powyzej dla r = 1. Wartos¢ zmiennej losowej X interpretuje
sig czesto jako ,,czas czekania na pojawienie si¢ pierwszego sukcesu” w schemacie Bernoulliego.
Jest oczywiscie

P(X, = k) = ¢*p.

Pojawia si¢ w opisach bardzo wielu sytuacji empirycznych, w ktorych interesujgcym wynikiem
jest rzeczywisty czas czekania. Jest rowniez rozkladem granicznym dla statystyki Bosego-
-Einsteina (por. artykul L.T. Kubika).

Lal AW *

podr T ku prawdopodobienstwa. W szezegdlnodei rab. W, Feller, Wxtep.. |

Amawizny jest w wich
Ky

Ktoi ma w kieszeni 5 kluczy, z kKtorveh tvlko 1 pasuje do zamka. Po stwicrdzeniu, 2e losowo z kicszeni wybrany

kiucz nie pasuje, odklada rnanych nam blilej powoddw — z powrotem do te] samej kicszeni. Jakie jest

prawdopodobishstiwo tego, 2 otworzenie zamka bedsie wymagalo co najmniei 10 préb?

Dyspanujemy 10 kluczami 2 pasuja do zamka. Po stwicrdzeniu, ie losowo z kieszeni wybrany klucz nie

pasuje, odkladamy go na b . ke najbard

j prawdopodobna liczhia prdb wynoti | (tzn. 22 ju w pierwsze)
prabic traflimy na dobry klocz!l (Wg L. T. Kubika; zadanie to nic ma zadnego zwigzku z rozkladem geometrycznym,

ale zamieszezamy je tu ze wrgigdu na pokrewiznstwo tematyczne z poprzednim zadaniem.)



Rozkiad hipergeometryczny

Rozklad ten powstaje przy opisywaniu nastgpujacego abstrakcyjnego eksperymentu:

W urnie jest n; kul czarnych i n; = n—n, kul czerwonych. Losujemy bez zwracania r kul.
Poszukujemy prawdopodobienstwa tego, ze wirod wylosowanych bedzie dokladnie k czarnych.
Jesli X oznacza zmienna ,liczba wylosowanych kul czarnych”, to

)\ (n—n,
kN\r=k
PX=kl= ————
n
()
Schemat ten odpowiada wielu sytuacjom praktycznym, w ktorych nie jest znane n lub n,.
W szczegolnosci byl on wykorzystywany do statystycznej kontroli jakosci (nieznane n,)
i szacowania populacji zwierzat na podstawie liczby powtdrnych zlapan zwierzagt oznaczonych
przy pierwszym ztapaniu (znane #,, nieznane 7).
W, Feller, Wstep..., t. I; M. Fisz, Rachunek...

k= 0, | P min (nh r)

Rozwazmy urng napelniong tak jak poprzednio, z tym, Ze po wyciggnigciu kazdej kuli
wrzucamy ja z powrotem, dodajgc jeszcze s kul tego samego koloru (¥ moze by¢ ujemne). Niech
X bgdzie okreslona tak jak poprzednio: X przyjmuje wartosc k, jesli wsrod wylosowanych r kul
byfo k czarnych. Rozkiad tej zmiennej nazywa sig rozkladem Polyi:

a9 . Gt = Il t9) .. o+ (k= 1))
n(n+s): ... - (n+(r—1)s)

(dla s = —1 otrzymujemy rozklad hipergeometryczny, a dla s = 0 — jaki?).

Schemat ten odpowiada przy s > 0 przyblizonemu opisowi rozprzestrzeniania si¢ chorob

zakaZnych, przy s < 0 — opisowi efektywnosci stosowania zasad BHP (wypadek zwigksza
czujnos¢ | Zmniejsza szansg powstania nast¢pnego, brak wypadku — na odwroét).

PX = k) = (;)

W. Feller, Wstep..., . L.

Rozklad Poissona

Jest to rozkiad zmiennej X przyjmujacej wartosci naturalne k = 0, 1, 2, ... odpowiednio
z prawdopodobienstwami

A"
.P(X = k) = e_'*‘F'

gdzie 4 jest pewna ustalong liczba dodatnig.

Jedna z moizliwych do wyobrazenia realizacji tej zmiennej jest sytuacja nastepujaca. Mamy
nieskoriczona objetosé ciasta z rodzynkami w takiej ilosci, Ze na ustalona objetosé V ciasta
przypada $rednio A rodzynkow, przy czym rodzynki nie oddzialywaja na siebie wzajemnie (nie
odpychajg ani przyciggaja). Wycinamy z ciasta losowo porcje o objgtoéci V' i pieczemy z niej
placek: prawdopodobiefistwo, ze w placku znajdzie si¢ k rodzynkow wynosi wlasnie e=% 1*/k!.
Inaczej mowiac — zmienna losowa ,liczba rodzynkéw w placku™ ma rozkiad Poissona.
Zmienne o rozkladzie Poissona odgrywajg duzg rolg zarbwno w rozwazaniach teoretycznych jak
i zastosowaniach praktycznych teorii prawdopodobienstwa. Wynika to migdzy innymi z faktu,
7e rozklad Poissona bywa dobrym przyblizeniem rozkladu dwumianowego: jesli w schemacie

Bernoulliego prawdopodobienstwo sukcesu jest tak male, ze liczba 4 & np jest tez mala, to
Ak
k!

P(S, = k) = (g) Pt et
przy czym przyblizenie jest tym lepsze, im wigksze n i im mniejsze 4. (Rozklad zmiennej ,,liczba
rodzynkoéw w placku™ jest przy skonczonej objgtosci ciasta dwumianowy, ale przy duzej

objetosci ciasta i malej domieszce rodzynkdéw — w przyblizeniu poissonowski). Rozklad

Poissona jest tez rozkladem granicznym dla tzw. statystyk Maxwella-Boltzmanna (zob. artykut
L.T. Kubika).

Inne przyklady sytuacji, w opisie ktérych wykorzystuje sig zmienne o tym rozkladzie:

— rozpad radioaktywny (doSwiadczenia Rutherforda i Geigera: liczba rozpadow na jednostke
czasu ma rozklad Poisana),

— w telekomunikacji przewodowej (liczba zgloszen do centrali na jednostke czasu, liczba blednych
polaczen, liczba prob potrzebnych do wzyskania polgczenia — moina opisywaé jako zmienne

o tym rozkladzie, zob. tez rozklad wykladniczy),

]
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Prakiyka ta nazywana bywa ,,stosowaniem
geometrycznej definicji prawdopodobienstwa’

anyeh losowych o rozkindach jednosts

— analiza przestrzennego rozmieszczenia wybuchéw bomb latajacych w Londynie w czasie 11
wojny swiatowej pozwolila ustali¢, ze rozklad zmiennej ,,liczba wybuchéw na jednostke
powierzchni” jest w przyblizeniu poissonowski, co z kolei pozwolito odrzuci¢ przypuszczenie,
e pewne rejony miasta sg celowo atakowane przez nieprzyjaciela intensywniej, niz inne,

— M. Fisz podaje tez, Ze zmienna losowa ,,liczba zej$¢ émiertelnych spowodowanych
kopnieciem przez konia w okresie 1 roku w 1 korpusie armii pruskiej” (dane z 10 korpusow
kawalerii za okres 20 lat) ma rozklad dajacy si¢ dobrze przyblizy¢ rozkladem Poissona.
(Interpretacjg pozostawiamy Czytelnikowi.)

M. Fisz, Rachunek..., W. Feller, Wstep..., t. I, R. Zielifiski, Rachunek prawdopodobieristwa z el,
matematycznej PZWS, Warszawa 1973,

i statystyki

j1l (rownomiern

Najprostszy z rozkladéw ciaglych. Mowi sig, ze zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na
przedziale (a, b), jesli jej gestos¢ g wyraza sie¢ wzorem

1
p(x) = | b—a
0 dla x ¢ (a, b),
Jak tatwo zauwaiy¢, dla dowolnego I = (=, f) < (a, b) jest

dla x € (a, b).

i}
Pla<X<p) = -I—SIdxzﬁ—#u,
b—a b—a

o
skad wynika, ze prawdopodobienstwo iz zmienna X przyjmie wartos¢ z pewnego przedzialu J
7awartego w (a, b) zalezy tylko od dlugosei tego przedzialu (ale nie od polozenia tego
przedzialu w (a, b)). (Te sama wlasnos¢ maja przedzialy domknigte i jednostronnie domknigte.)
Rozklad ten bywa wykorzystywany w opisie takich eksperymentow, o ktorych wiemy tyle tylko,
7e miary mozliwych wynikow zawarte sa w pewnym przedziale skonczonym i nie mamy powodu
do przypuszczenia, ze pewne rejony tego przedziatu sa bardziej uprzywilejowane niz inne.
..Losowo wybrany punkt z przedziatu (0, 1), ,,przypadkowy kierunek na plaszczyznie™
(mierzony katem, jaki tworzy z ustalonym kierunkiem) — to przyklady sformulowan sugerujacych
przyjecie rozkladu jednostajnego odpowiednio na przedziatach (0, 1), < 0, 27).

Omawiany w kazdym podr. rachunku prawdopodobiefistwa, zob. np.: R. Zielifiski, Rachunek..

—_ —— E

Rozklad trojkatny

Zmienna X ma rozklad trojkatny na przedziale (a, b), jesli jej gestos¢ znika poza tym
przedzialem, a wykres gestosci na (a, b) tworzy trojkat rownoramienny o polu 1 (tj. o wysokosci
2/(b—a), zob. rys.). Powstaje przy rozpatrywaniu sumy dwu niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie jednostajnym: jesli np. X i Y sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad
jednostajny na (0, 1), to X + ¥ ma rozklad trojkatny na (0, 2). Podstawowe zastosowanie: do
formulowania przykladow i zadan w podregcznikach rachunku prawdopodobienstwa.

jnych na (0,1). (Wsk.: skorzystac



Rozkiad wykladniczy

Jest to rozklad zmiennej X o gestosci
Ae=x dla x>0,

A‘\\ vy = {o da x<0,
|

e gdzie A jest pewna liczbg dodatnig. Jedna z mozliwych do wyobrazenia interpretacji tej zmiennej
X jest ,,czas czekania bez pamigci™: jesli to, na co czekamy, pojawia si¢ zupelnie przypadkowo,

1w taki sposob, ze to, jak dlugo czekamy nie ma najmniejszego wplywu na to, ile jeszeze

hedziemy czekali, to zmienna ,,czas czekania” ma rozklad wykladniczy. Parametr 4 jest

odwrotnoscia ,,Sredniego czasu czekania”. (Rozklad ten jest wige ciaglym odpowiednikiem

rozkladu geometryczmego; przy duzej ilosci prob rozklad wykladniczy jest dobrym przyblizeniem

rozkladu geometrycznego.)

Rozklad wykladniczy wykorzystywany jest z powodzeniem do analizy wiclu procesow

przyrodniczych i spolecznych, m.in. do

— opisu zjawisk promieniotworczych (np. w promieniowaniu « czas czekania na emisje

pojedynczej czastki « ma rozklad wykladniczy),

— opisu zjawisk wystepujacych w telekomunikacji przewodowej (czas czekania centrali na

sgloszenie sig abonenta, czas trwania rozmow telefonicznych itp.), i ogolniej

— teorii obslugi masowej (teorii kolejek).

Réznorodnosé zastosowan rozkladu wykladniczego wynika rowniez z jego zwiazku z rozkladem

Poissona: jesli opisywany proces ma 1¢ wlasnos¢, ze liczba interesujacych nas zdarzen

w przedzialach czasu o ustalonej diugosci ma rozkiad Poissona i przy tym $rednia liczba zdarzen

jest proporcjonalna do tej dlugosci, to czas czekania na takie zdarzenie ma rozklad wykladniczy.

Rozklad ten wystepuje rowniez przy opisie wiclu zjawisk innych, niz wyzej opisane, typow.

Przykiady:

— rozklad zasiggu widzialnosci w rzadkim lesie, jesli kierunek patrzenia jest losowy (a rozklad

Kierunkow — jednostajny); jesli zastapimy drzewa gwiazdami, tez bedzie dobrze,

— rozklad prawdopodobienstwa tego, ze nitka o dlugosci t wytrzyma ustalone obciazenie

(¢ jest tu zmienng losowa).

R Ziclifiski, Rachunek...; W. Feller, Wstep..., . Li Il iin.

Rutheford | Geiger stwierdaili, ze liczby crgstek & wypromicniowywanych przez pewnyg substancie w 7,5 sekundowych
odcinkach ezasu majy w przyblizeniu rozklud Poissona ze dredniy 3,87 czgstek na okres, Zatem dredni czas czckania
na kolejng emisje wynosi

S 1

1,87 0,516
i wobec tego rozklad czasu cxekania ma gestodc

0,516 -0 31862 dia tr > 0,
o{r) =
¢ 0 dia £ < 0.

Jakie bylo prawdopodobienistwo tego, 2¢ micdsy dwiema kolejnymi emisjami uplynie wigcej niz 10 sekund
(Wg R. Ziclinskicgo.)

Formalnie , brak pamieci” zmi i losowej X moina opisaé nastgpujgco:
*) P(X>t+5/X>t)=P(X>3) dast>0
Jeili przyjac

PX > 9 a0
to okaze sig, e z (*) wynika, iz :

@ jest monotoniczna,
gls+1) = gl(s)- (1) dla s, > 0.

Stad z kolei latwo wywnioskowad, 2¢ ¢(r) jest dodatnia dla ¢t > 0 i wobec tego v 4t log @ jest tez monotoniczna

i spelnia
& wis+1) = pls)+ wir).
Jedynym monc icznym rozwigzani (**) jest funkcja liniowa (per, art. M. Kuczmy, Delta 1/1977), skad wynika,

te Rozklad wykladniczy jest jedynym rozkladem opisufqeym ,, procesy bez pamige™,

Rozklad normalny (Gaussa)
Zmienna losowa ma rozklad normalny o wartoéci Sredniej m i odchyleniu standardowym o > 0
(ozn. N(m, i), jesli jej gesto$¢ wyraZa sie wzorem

gy

|
gx)=——¢ 2a'
a)2n



Sformulowanie to jest — delikatnie mowiac -—
niezbyt precyzyine. Z braku miegjsca
poprzestajemy jednak na nim, zapraszajgc
Czytelnika do ew, lektury jakiegokolwiek

£ wymienionych tu podrecznikdw,

{c.d. zadama «
Wyk.

poza ckranem wyraza sie wzorem

cie padajgicym na ekran)

.

gdzie ¢, k — stale charakteryrujgee irddlo dwiatla |

tlenie nieskodczoncgo ckranu plaskiego punktowym frddlem swiatln umicszezonym w punkeie

Dla ¢ = 1im = 0 otrzymujemy gestosé standaryzowanego rozkiadu normalnego N(0, 1):

X

2(x) = - l )
V2n

Wykres tej gestosci nazywany jest krzywg Gaussa.
Jest to — bez przesady — najwazniejszy rozklad prawdopodobienstwa i znajduje zastosowanie
praktyczne we wszystkich problemach, w ktorych mamy do czynienia badz ze $rednimi z wielu
pomiarow, badZ pomiarami zjawisk, na ktore oddzialuje wiele przypadkowych i niezaleznych
cvynnikow, Teoretycznym uzasadnieniem tego faktu sa tzw. centralne twierdzenia graniczne,
Ktorych sens sprowadza sig do tego, Ze jesli Xy, X3, ... X, ... jest ,,dostatecznie porzadnym™
ciggiem niezaleinych zmiennych losowych. to dla duzych n rozklad srednej arytmetyeznej

1
o= (Xi+ ... +X3)
n

Jest w przybizeniu normalny. W szczegodlnosci np. jesli Z, jest $rednia liczba sukcesow

w schemacie Bernoulliego podzielong przez §/ npg, to ciag dystrybuant F;_zbiega do dystrybuanty
rozktadu N(p, 1) (jest to twierdzenie de Moivre'a-Laplacea).

Rozklad ten omawiany jest we wszystkich podrecznikach rachunku prawdopodobienstwa i statystyki i tam te moina
znaleit liczne przyklady jego zastosowania (zob. tez artykul R. Zielinskiego).

Rozktad Cauchy’ego

Jest to rozklad zmiennej ciaglej o gestoéci

(¢ RS
e
L N S

gdzie ¢ > 0 jest dowolnym parametrem. Rozklad ten ma interesujaca wlasnosé: jesli X, ..., X,
53 niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestosciach odpowiednio @, (%), ...y @, (%), 10 ich suma
X1+ ... +X, ma tez rozklad Cauchy’ego o gestosci @r(x), gdzie T = ¢, + ... +1,. Konsekwencja
tej wlasnosci jest to, ze jesli zmienne X, ..., X, maja jednakowe rozklady o gestosci ¢, (x), to ich

1
srednia arytmetyczna ¥ = — (X, + ... X,) ma teZ rozklad o gestosci ¢,(x).
n

Wynika stad z kolei, ze nie wszystko w przyrodzie jest normalne: ciag zmiennych X, ..., X,, ...
o jednakowym rozkladzie Cauchy’ego jest ciagiem, dla ktorego nie zachodzi centralne twierdzenie
graniczne.

W, Feller, Watgp..., L. 11

I k

b k4 x3

jego odlegloit od ekranu

{Wsk. Zrédlo dwiatli 1o trodlo wicls niezaleznych fotondw.)

Rozktady #? i rozklady ¢ Studenta

Liste naszq zamykaja dwic klasy rozktadow, ktore odgrywaja role szczegélnie wazna

w zastosowaniach rachunku prawdopodobiensiwa do wnioskowania o pewnych
charakterystykach liczbowych badanego zjawiska na podstawie wynikow pomiaru, tj.

w problematyce wnioskowania statystycznego.

Rozkladem »* o k stopniach swobody nazywamy rozklad takiej zmiennej, ktora jest suma
kwadratow &k (k = 1, 2, ...) niezaleinych zmiennych losowych o rozkladach normalnych N (0, 1).
Inaczej mowiac, jesli Xy, ..., X, maja rozklad normalny N(0, 1) i sa niezalezne, to zmienna

Z=X{+ ... +X3

ma rozkiad y* o k stopniach swobody.
Rozkladem ¢ Studenta o k stopniach swobody nazywamy rozklad takiej zmiennej T, ktora jest
postac

X
b T s e

]/ LR

k

gdzie X i Z sa zmiennymi losowymi niezaleznymi, X ma rozklad normalny N(0, 1), 2 Z ma
rozklad x* o k stopniach swobody. Dystrybuanty i gestosci tych rozkladéw omawia w swym
artykule R, Zielinski. W podanym tam przykladzie ich wykorzystania mamy k = 21 = 4
stopnie swobody. Jak fatwo sprawdzi¢, rozklad r o 1 stopniu swobody jest rozkladem Cauchy’ego.

Zob, R. Zielifski, Rachunek...; §. Zubrzycki, Wyklady : rachunks prawdopodobicdstwa i statvstyki matematyeznef,
PWN, Warszawa 1966,
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