
Informacje hi.loryczne i bibliocraficmle.

Pojecie retrakcji, retraktu i retraktu

absolutnego (czyli przestrzeni AR) zostalo

wprowadzone w roku 1931 w pracy:
K. Borsuk, Sur les rltrac/es, Fund. Math. 17.
Pojecie absolutnego retraktu otoczeniowego

(czyli przestrzeni ANR) zostalo wprowadzone

w pracy K. Borsuka, Vber eine Klasse von
lokal zusammenhiingenden Riiumen, Fund.
Math. 19. Literatura poswiecona teorii

retraktów i jej zastosowaniom jest doSC

obszerna (przeszlo 200 prac). Systematyczny

wyklad tej teorii dany jest w ksiazkach:

Sze Tscn Hu, Theory ol Retracts,Detroit 1965,
stron 234 oraz

K. Borsuk, Theory ol Retracts,Monografie

Matematycme 44, Warszawa 1967, stron2Sl.
Sposród nowszych prac badawczych z zakresu
teorii retraktów na specjalna uwage zasluguje

praca
J.E. West, Mapping Hi/bert cube manilolds
lo ANR' s: A solulion ol a conjecture ol Borsuk,
Annals ol Math.106 (1977), pp. 1-18,
w której udowodnione jest, ze kazda

przestrzen ANR ma typ homotopii pewnego
wieloscianu.

W ostatnich lalach ukazalo sie wiele prac

poswieconych przestrzeniom ANR majacym
dosc nieoczekiwane wlasnosci (prace

Armentrouta, Binga, Singlia i innych).

Fund. Math.jest skrótem Fundamenta
Malhemc!icae.Jest to tytul czasopisma

matematycznego zalozonego w Polsce

w 1920 roku i poswieconego teorii mnogo.;ci

i topologii. Jest to pie.'WSze w swiecie

czasopismo matematyczne poswiecone tylko

waskiej grupie zagadnieó. Do chwili ohecnej
ukazalo sie 101 lomów tego pIsma.
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~ jest symbolem sumy szeregu
k=l
nieskonczonego. Jczcli ciagSI = a••
82 = 411+412. S) = 411+412+41"

S. = al +a2+a.+a., ... sum pewnego ciagu

jest zbiCZDY,lo granice lim St =
. k-+oo

= lim (a, +a2+a.+ ... +at) nazywamy
k-+oo

suma szeregua, +a2+a,+ ... i oznaczamy

o pojec::..t spójnosci pisahsmy ~;terzeJ
w nr 1/1979.

Co to jest teoria retra.któw?

Prof. dr Karol BORSUK, czlonek rzeczywisty PAN

l, Pojecie przestrzeni. Przezprzestrzen rozumiemy zbiórX, którego elementy
nazywamy punktami iW którym okreslone jest pojeciegranicy, a wiec ustalone
jest kiedy punktx E X jest granica ciagu punktówXl' X2, .•• E X, czyli kiedy
lim Xt = x. Pojecie granicy ma przy tym spelniac pewne proste warunki, których
k-+oo

dokladne formulowanie nie bedzie nam potrzebne. Ograniczamy sie tu bowiem
do bardziej specjalnej (choc tez bardzo ogólnej) klasy tzw.przestrzeni
metryzowalnych, W których mozna wprowadzic pojecie odleglosci, a wiec okreslic
funkcje przyporzadkowujaca kazdej parze punktówx, x' E X liczbe e(x, x') ;?; O

i spelniajaca nastepujace warunki:
1° e(x, x') = e(x', x),
2° e(x, x') = O wtedy i tylko wtedy gdyx = x',
3° dla kazdej trójki punktówx, x', x" jest e(x, x") ~ e(x, x')+e(x', x")
oraz taka, ze wyznaczone przez te odleglosc pojecie zbieznosci jest identyczne
z danym pojeciem zbieznosci wX.
Nie kazda przestrzen jest metryzowalna, w dalszym jednak ciagu rozwazac
bedziemy jedynie przestrzenie metryzowalne. Jasne jest, ze kazdy podzbiór
przestrzeni jest przestrzenia.

Klasycznym przykladem przestrzeni jest tzw.n-wymiarowa przestrzen
euklidesowa En,której punktami sa wszystkie uklady liczb rzeczywistych
(Xl' X2, •.••.• , xn), z odlegloscia dana przez wzór

e(xl, ..• , xn), (X{, •.. , X~)) =.• / i: (Xk7"X~)2.JI k=1

Naturalnym odpowiednikiem przestrzeniEn jest nieskonczenie-wymiarowa
przestrzen Hi/berta Eoo, której punktami sa wszystkie ciagi liczb rzeczywistych

00

(Xl' X2' ••• ) takie, zeL xl < 00 i gdzie odleglosc dana jest przez wzór
- k=1

2. Najprostsze pojecia topologiczne. Punkta przestrzeniX nazywa siepunktem
skupienia zbioru A cX, jezeli w A istnieja rózne oda punkty al' a2, ••• takie,
ze lim ak = a. Zbiór A, który zawiera wszystkie swe punkty skupienia nazywa sie

k-+oo

domknietym. Podzbiór B przestrzeniX nazywa sieotwartym, jezeli zbiór ~B
jest domkniety.

Mówimy, ze przestrzen jestsp6jna, jezeli nie jest suma dwóch niepustych
i rozlacznych zbiorów domknietych. Przez przestrzenzwarta rozumiemy
przestrzen, w której kazdy zbiór nieskonczony ma punkty skupienia. Przestrzenie
(metryzowalne) zwarte nazywamykompaktami, a kompakta spójne -continuami.

Latwo okazac, ze podzbiórQn (zwany kostka n-wymiarowa) przestrzeniEn zlozony
ze wszystkich takich punktów (Xl' ... ,xn), ze O ~ Xk ~ l dla k = l, ... , n jest
continuum i podobnie continuum jest tez tzw. kostka podstawowa Hilberta,
czyli zbiór Qoo zlozony ze wszystkich takich punktów(Xl' X2' ••• ) E Eoo, ze

1
O ~ Xt ~ k dla k = l, 2, ....

Funkcja f: X -+ Y przyporzadkowujaca kazdemu punktowix przestrzeniX
punkt f(x) przestrzeni Y nazywa sieprzeksztalceniem Xw Y jezeli jest ciagla,
tj. jezeli dla kazdego ciagu punktówXl> X2, '" E X relacjax = lim Xk pociaga

k-+oo

za soba relacjef(x) = lim f(xt). Zbiór f(X) wszystkich punktów postacif(x),
k-+oo

gdzie x E X, nazywa sie obrazem przestrzeniX przy przeksztalceniuf
W przypadku, gdyf(X) = Y, mówimy, zef przeksztalcaX na Y.
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sloznacza tu zlozenie funkcjiI i g, tj.

(gf)(x) = s(f(x».
Jezelif przeksztalcaX na Y oraz istnieje przeksztalcenieg : Y -. X takie, ~e
(gf)(x) = x dla kazdegox E X (przeksztalcenieg nazywamy wówczas
odwróceniemprzeksztalceniafi piszemyg = f-l), to mówimy, ~efjest
homeomorfizmem X na Y.Jezeli istnieje homeomorfizm przeksztalcajacyX na Y,
to mówimy, ~e przestrzenieX i Y sa homeomorficzne(rys. 1 i 2).
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Rys. 2. Te przestrzenie nie sa homeomorficzne
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Je~eli przestrzenY jest podzbiorem przestrzeniX, to przeksztalcenief: X -+ Y
(jezeli istnieje) nazywamyretrakcja, je~elif(y) = y dla ka~degoy E Y. Mówimy
wówczas, zey jest retraktem przestrzeniX. Jasne jest, ~e kladacg(y) = y dla
kaZdegoy E Y otrzymamy przeksztalcenieg : Y -+ X prawostronnie odwrotne
wzgledemf A wiec ka~da retrakcja jest r-przeksztalceniem.

Zauwa~my, ze brzegB tarczy kola K nie jest jej retraktem (rys. 4, 5). Istotnie,
gdyby istniala retrakcjar:K -+ B, to oznaczajac dla ka~degoy E B przez s(y)
ró~ny ody koniec srednicy przechodzacej przezy, otrzymamy takie
przeksztalcenies:B -+ K, ze przeksztalcenie q;= sr:K -. K spelnia warunek
q;(x) :F x dla kazdegox E K. Wiadomo jednak (tw. Brouwera), ~e tarcza kolaK

nale~y do klasy przestrzeniX majacych tzw. wlasnosc punktu stalego, tzn. dla
kazdego przeksztalceniaq;:X -+ X istnieje co najmniej jeden taki punktXo E X,
ze q;(xo) = xo .

Korzystac bedziemy z nastepujacego twierdzenia (Urysohna):

Kazde kompaktum jest homeomorficzne z pewnym podzbiorem domknietym
kostki Qoo.

Rezygnujac z dokladnej definicji wymiaru, przyjmijmy jedynie, ~e kompaktumA
ma wymiar skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest homeomorficzne z podzbiorem
pewnej kostki Q".

Topologia jest nauka o tych wlasnosciach przestrzeni, które sa niezmiennikami
homeomorfizmów, a wiec które zachowuja sie, 'gdy dana przestrzen zastapimy
przez dowolna przestrzen z nia homeomorficzna. Latwo okazac, ~e np. spójnosc
lub zwartosc sa niezmiennikami homeomorfizmów.

fg(y) = y dla kazdego y E Y.

Jezeli takie r-przeksztalcenief: X -+ Y istnieje, to mówimy, zey jest r-obrazem
przestrzeniX. Nie ~adamy przy tym, byg przeksztalcalo Y na X; latwo jednak
okazac, ~e zbiórg(Y) jest homeomorficzny zY. Zauwa~my, ze jezelifI : X -+ Y
i f2 : y -+ Z sa r-przeksztalceniami, to ich zlozenief2fl : X -+ Z jest te~
r-przeksztalceniem. A zatem ka~dy r-obraz r-obrazu przestrzeniX jest te~ r-obrazem
przestrzeniX.

Przykladem r~przeksztalcenia jest rzutowanief (prostopadle) okreguX na jego
sredniceY.Istotnie, jezeliZ jest jednym z pólokregów, na które srednicay
rozcina X, to przyporzadkowujac ka~demu punktowiy E Y taki punkt z E Z,
zef(z) = y, otrzymamy przeksztalcenieg : Z -+ Y prawostronnie odwrotne
wzgledemf (rys. 3).

3. Retrakcje. Ogólniejsza od klasy homeomorfizmów jest klasa tzW. r-przeksztalcen.
Mówimy, ze przeksztalcenief : X -. Y jest r-przeksztalceniem X na Y,je~eli
istnieje przeksztalcenieg : Y -+ X prawostronnie odwrotne wzgledemf, tj. takie,
ze (rys. 3)

4. r-niezmienniki. Wlasnosc przestrzeni, która zachowuje sie, gdy przestrzen
zastapimy przez dowolny jej r-obraz, nazywamyr-niezmiennikiem.Poniewa~
kazdy homeomorfizm jest r-przeksztalceniem, wiec r-niezmienniki sa
szczególnym przypadkiem niezmienników homeomorfizmów. Wynika stad, ze ich
teoria, czyli teoria retraktów,jest dzialem topologii.
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Rys. 1. Przestrzenie homeomorficzne

Rys. 3. r-przeksztalcenie-

Rys. 4. Okrag latwo pruksztalcic na siebie
tak, by zaden punkt nie zostal na
swoim miejscu. Twierdzenie Brouwera

mówi, ze dla tarczy kola lak zrobic sie
nie da

Rys. S. Brzeg kola nie jest jego retraktem
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Rys. 7. Tej przestrzeni nic da sie sciallnac
do punktu

Latwo zauwazyc, ze spójnosc i zwartosc sa r-niezmiennikami (a nawet sa one
niezmiennikami wszelkich przeksztalcen). Innym przykladem r-niezmiennika jest
posiadanie punktu stalego. Istotnie, jezeliI:X -+ y jest r-przeksztalceniem,
a g:Y -+ X jego prawostronnym odwróceniem i jezeliX ma wlasnosc punktu
stalego, to dla kazdego przeksztalcenia1p:Y -+ Y wzór cp= g1p/:X -+ X okresla
przeksztalcenie dla którego istnieje punktXo E X taki, zecp(xo) = xo. Wówczas
I(xo) = Ig1p/(xo) = 1p/(xo), a wiec punkt Yo = I(xo) E Y spelnia warunek
1p(Yo)= Yo·

Natomiast zaprzeczenie wlasnosci punktu stalego nie jest juz r-niezmiennikiem,
bowiem okrag nie ma wlasnosci punktu stalego, ale przestrzen zlozona z jednego
tylko punktu (bedaca oczywiscie r-obrazem okregu) ma wlasnosc punktu stalego.

Okazuje sie, ze do r-niezmienników nalezy wiele wlasnosci bardzo istotnych dla
budowy przestrzeni, jak np. sciagalnosc i lokalna sciagalnosc.

Aby wyjasnic sens tych pojec, oznaczmy dla kazdej pary przestrzeniX, X' przez
XxX' ich iloczyn kartezjanski, tj. przestrzen, której punktami sa pary(x, x'),
gdziex E X, x' E X' i gdzie odleglosc okresla wzór

e((x, x'), (x, x'» = v'e(x, X)2 +e(x' , X')2 •

Powiemy, ze dwa przeksztalcenialo, 11 :X -+ Y sa homotopijne (oznaczenie:
lo '::::.Id, jezeli istnieje takie przeksztalceniecp:Xx (O, l> -+ Y, gdzie (O, l> oznacza
przedzial liczbowy°~ t ~ l, zelo (x) = cp(x, O) iiI (x) = cp(x, l) dla kazdego
XEX.

Powiemy, ze podzbiórA przestrzeniX jest sciagalny w X,jezeli przeksztalcenie
i:A -+ X dane przez wzóri(x) = x dla kazdegox E A jest homotopijne ze stala,
tj. z przeksztalcenieme:A -+ X przeksztalcajacymA W jeden punkt przestrzeniX.

Przezprzestrzen sciagalnarozumiec bedziemy przestrzen sciagalna w sobie (rys. 6, 7).

Powiemy, ze przestrzenX jest lokalnie sciagalna, jezeli dla kazdego jej punktuXo

i kazdego zbioru otwartego G c:X zawierajacego punktXo istnieje zbiór otwarty
Go c: G zawierajacy punktXo i sciagalny wG.

Okrag kola stanowi prosty przyklad continuum, które nie jest sciagalne, lecz jest
lokalnie sciagalne. Aby otrzymac przyklad continuum, które jest sciagalne, lecz
nie jest lokalnie sciagalne, wezmy na plaszczyznieE2 punkty ao = (0,0)

i ak = (~ ' O) dla k = 1,2, ... orazb = (0,1). NiechLk oznacza odcinek o koncach
00

ak i b. Wówczas suma wszystkich odcinkówLk> a wiec zbiórX = U Lk jest
k=O

continuum sciagalnym, ale nie lokalnie sciagalnym, latwo bowiem zauwazyc,
ze w zbiorze G= X".{b}, który jest wX otwarty i zawiera punktao, nie istnieje
podzbiór otwarty Go zawierajacy punktao i sciagalny wG.

Latwo okazac, ze zarówno sciagalnosc jak i lokalna sciagalnosc przestrzeni
sa r-niezmiennikami.

5. PrzestrzenieAR iANR. Wyodrebnienie w klasie wszystkich niezmienników
homeomorfizmów specjalnie waznej klasy r-niezmienników stanowi istote teorii
retraktów. Teoria ta pozwala tez na wyodrebnienie w naturalny sposóbw klasie
wszystkich przestrzeni klasy przestrzeni o specjalnie prostych topologicznych
wlasnosciach, a mianowicie klasy tzw. retraktów absolutnych (czyli przestrzeni
AR) oraz ogólniejszej od niej klasy tzw. retraktów absolutnych otoczeni owych
(czyli przestrzeni ANR). Poprzestane tu na podaniu ich definicji i podstawowych
ich wlasnosci, ograniczajac sie do zakresu kompaktów.

Kompaktum A nazywa sieretraktem absolutnym (co zapisujemy:A E AR),
jezeli dla kazdego homeomorfizmuh przeksztalcajacegoA na podzbiórh(A)
dowolnej pr~estrzeniX, zbiór h(A) jest retraktem przestrzeniX.

Kompaktum A nazywa sieretraktem absolutnym otoczeniowym(co zapisujemy:
A E ANR), jezeli dla kazdego homeomorfizmuh przeksztalcajacegoA na
podzbiór h(A) dowolnej przestrzeniX, zbiór h(A) jest retraktem pewnego
zbioru G otwartego wX.
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Rys. 8. Podstawa walca jest jego retraktem

Rys. 9. Brzeg wstegi M6biusa nie jest jej
retraktem (scisly dowód jest trudny)

Przestrzenie ANR stanowia dosc obszerna klase przestrzeni, zawierajaca
w szczególnosci wszystkie wielosciany (pojecie wieloscianu, w zakresie
podzbiorów przestrzeni euklidesowej 3-wymiarowejE3, jest dobrze znane
z geometrii elementarnej, w sposób naturalny definiuje sie tez wielosciany
wymiarów wyzszych). Równiez znaczna czesc przestrzeni rozpatrywanych
w innych qzialach matematyki nalezy do klasy przestrzeni ANR.
W szczególnosci przestrzenia ANR jest kazda rozmaitosc, tj. kazde takie
continuum X, ze dla kazdego punktuXo E X istnieje wX zbiór otwarty
zawierajacyXo i homeomorficzny z przestrzeniaEn. Latwo tez okazac, ze iloczyn
kartezjanski dwóch przestrzeni ANR jest tez przestrzenia ANR i jezeli zbiory
Xl , X2 i ich czesc wspólnaXl () X2 sa przestrzeniami ANR, to ich suma
Xl u X2 jest tez przestrzenia ANR.
Udowodnijmy teraz nastepujace

Twierdzenie.Aby A E AR potrzeba i wystarcza, by A bylo r-obrazem kostki
Hi/berta Q"".

Zacznijmy od dowodu pewnego lematu, w dowodzie którego skorzystamy
z nastepujacego twierdzenia Tietzego:

Jezeli kompaktum B jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdego przeksztalceniaoc

zbioru B w przedzial liczbowyl: O ~ t ~ c, gdzie c > O, istnieje takie
przeksztalceniecx: X -+ l, ze cx(x) = oc(x) dla kazdego punktux E B.

Lemat. Jezeli kompaktum B jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdego
przeksztalceniaoc:B -+ Q"" istnieje takie przeksztalcenieCX:X -+ Q"", ze
cx(x) = IX(X) dla kazdego punktu xE B.

Istotnie, wartosciami przeksztalceniaIX sa punkty (OCl (x), 1X2 (x), ... ) E Q"".

Wówczas IXk jest przeksztalceniem zbioruB w przedzial lk :0 ~ t ~ ~, a wiec
istnieje takie przeksztalcenieCXk : X -+ lk, ze CXk (x) = IXk (x) dla kazdegox E B.
Kladac

CX(x)= ((Xl (x), CX2(x), ..•) dla kazdegox E X,

otrzymamy Uak latwo zauwazyc) przeksztalceniecx: X -+ Q"" spelniajace teze
lematu.

Dowód twierdzenia. JezeliA E AR, to na mocy twierdzenia Urysohna istnieje
homeomorfizm h przeksztalcajacyA na pewne kompaktumB c Q<X>. Wobec
A E AR, istnieje retrakcjar: Qoo-+ B.Kladacf(x) = h-1r(x) dla kazdegox E Qoo,
otrzymamy przeksztalcenief: Q"" -+ A, dla którego prawostronnym odwróceniem
jest h:A -+ Q<X>. A wiec Jjest r-przeksztalceniem iA jest r-obrazem kostkiQ<X>.

Z drugiej strony, Jezeli istnieje przeksztalcenief:Q""-+ A majace prawostronne
odwrócenieg : A -+ Q<X> i jezeli h jest homeomorfizmem przeksztalcajacymA
na podzbiórB przestrzeniX, to na mocy lematu, dla przeksztalcenia
IX = gh-1: B -+ Qooistnieje przeksztalcenie"ip:X -+ Q<X> takie, ze"ip(x) = <p(x)dla
kazdegox E B. Kladac

r(x) = h~(x) dla kazdegox E X,

otrzymamy takie przeksztalcenier:X -+ B, ze dla kazdegox E B jest

r(x) = hj<p(x) = hfgh-1(x) = hh-1(x) = X.

A wiec r jest retrakcja i dowód jest zakonczony.

W podobny sposób mozna udowodnic

Twierdzenie.Aby A E ANR potrzeba i wystarcza, by A bylo r-obrazem pewnego
podzbioru otwartego kostki Hi/bertaQ<X>.

Biorac pod uwage, ze 'zlozenie dwóch r-przeksztalcen jest r-przeksztalceniem,
otrzymujemy z tych twierdzen nastepujacy

Wniosek.Pojecia przestrzeniAR i ANR sa r-niezmiennikami.

Zauwazmy, ze kostka HilbertaQ"" jest sciagalna w sobie.
Istotnie, kladac
<P«Xl, X2, ... ), t) = (tXl, tX2, .•. ) dla kazdego punktu(Xl> X2, •.. ) E Qoo idla
O ~ t ~ 1,otrzymamy przeksztalcenie<p : Q <X> X (0,1) -l Qoo takie, ze



a

Rys. 10. To nic jest rclrakt absolutny, bo
zadne aialc otoczenic punktu ••
(rys. lOa) nic jest spójne,. wiec: i nie
jest lci"plnc

q;(x,O) = (0,0, ... ) i q;(x, l) = X dla katdego x e Q"'. Podobnie latwo okazac,
ze katdy podzbiór otwarty kostki Q'" jest lokalnie sciagalny. Poniewaz ,
sciagalnosc i lokalna sciagalriosc sa r-niezmiennikami, wnosimy stad, ze kazda
przestrzen AR jest sciagalna w sobie, a kazda przestrzen ANR jest lokalnie
sciagalna.

Mozna okazac, ze w zakresie kompaktów wymiaru skonczonego, lokalna
sciagalnosc charakteryzuje przestrzenie ANR (rys. 10). Natomiast istnieja
kompakta wymiaru nieskonczonego, które sa lokalnie sciagalne, lecz nie sa
przestrzeniami ANR. Pozostaje nierozstrZ)'gniete, jak nalezy wzmocnic warunek
lokahiej sciagalnosci, by uzyskac scharakteryzowanie wszystkich przestrzeni ANR.

Teoria przestrzeni ANR gra podstawowa role w badaniach topologicznych
wlasnosci tzw. rozmaitosci wymiaru nieskonczonego. Rozmaitosci te sa ostatnio
przedmiotem intensywnych badan, zwlaszcza w USA (prace R. D. Andersona,
T. A. Cliapmana, J. E. Westa i innych) oraz w Polsce (prace C. Bessagi,
A. Pelczynskiego, H. Torunczy'ka i innych). Warto tez wspomniec, ze nowy
dzial topologii, zwany teoria ksztaltu, w istotny sposób opiera sie na teorii
przestrzeni ANR. -

6. Uwagi koncowe. Przestrzenie ANR wyrózniaja sie wsród innych przes~rzeni
duza regularnoscia swych wlasnosci topologicznych, przypominajacych
w znacznym stopniu wlasnosci wieloscianów. W tzw. topologii algebraicznej
rozpatruje sie rozmaite niezmienniki homeomorfizmów o charakterze
algebraicznym (w szczególnosci przyporzadkowuje sie.przestrzeniom rozmaite
grupy: homologii, kohomologii, homotopii, kohomotopii). Okazuje sie, ze grupy
te zachowuja sie w sposób specjalnie prosty, gdy od przestrzeni przechodzimy .
do jej r-obrazu, a w przypadku przestrzeni ANR, grupy te maja budowe podobna
jak w przypadku wieloscianów. Równiez twierdzenie dotyczace istnienia punktów
stalych dla przeksztalcen (w szczególnosci tzw. twierdzenie Lefschetza) pozostaje
prawdziwe w zakresie przestrzeni ANR, lecz przestaje byc prawdziwe w zakresie
dowolnych kompaktów. Mimo to wsród przestrzeni ANR wystepuja zjawiska
o dosc zaskakujacym charakterze, nie pojawiajace sie wsród wieloscianów. Tak
np. istnieja wielopunktowe continuaX bedace przestrzeniami ANR, które nie
daja sie przedstawic w postaCi sumy skonczenie wielu zbiorów ANR o srednicach
mniejszych od srednicy zbioruX. Inna osobliwoscia jest istnienie wsród
zbiorów ANR polozonych w pr.zestrzeniE3 continuów, które sa wspólnym
brzegiem trzech obszarów (tj. zbiorów otwartych wE3 i spójnych).

Mówimy, ze przestrzenie X i Y sa r-równe (oznaczenie: X = Y) jezeli kazda. r .
z nich jest r-obrazem drugiej. JezeliY jest r-obrazem przestrzeniX, lecz X nie
jest r-obrazem przestrzeni Y, to mówimy, zeX jest r-wiekszeod Y (oznaczenie:
X > Y). Np. okrag jest r-wiekszy 'od odcinka, a odcinek jest r-wiekszy odr -
przestrzeni zlozonej tylko z jednego punktu. Istnieje wiele prac poswieconych
badaniu relacji =, ale tematyka ta jest ciagle daleka od wyczerpania.r

Wazniejsza od klasyfikacji przestrzeni ANR opartej na relacji= jestr
klasyfikacja homotopijna. Mówimy mianowicie, ze dwa kompaktaX, Y maja
ten sam typ homotopii,jezeli istnieja przeksztalcenia

f:X~Y g:Y~X

takie, ze przeksztalcenie gf:X ~X jest homotopijne z przeksztalceniem i](:X ~ X
danym przez- wzóri]( (x) = x dla kazdego x e X, a przeksztalcenie fg : Y ~ Y
jest homotopijne z przeksztalceniem iy: Y ~ Y danym ,przez wzóriy(y) = Y dla
katde!;o y e Y..

Bardzo istotne dla. teorii przestrzeni ANR zagadnienie, czy kazda taka
przestrzen ma typhomotopii pewnego wieloscianu, postawione juz przed
kilkudziesieciu laty, zostalo ostatnio rozwiazane pozytywnie przez amerykanskiego
matematyka J. E. Westa ..Wynik ten ustala daleko idacy zwiazek miedzy czysto
topologicznym pojeciem przestrzeni ANR, a elementarno-geometrycznym pojeciem
wieloscianu ..

Zwiazki miedzy homotopijna klasyfikacja przestrzeni ANR, a ich klasyfikacja
wedlug relacji = nie sa calkowicie wyjasnione. Nie wiadomo np., czy kazde dwier .-
r-ró~ne przestrzenie ANR maja jednakowy typ homotopii. Podobne zagadnienie
w zakresie wszystkich kompaktów ma odpowiedz negatywna.
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