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Suma szeregu :l: ~ je.t slynna funkcja ,
1/=l fi'

(dzeta) Riemanna, majaca duze znaczenie

w teorii liczb i jeszcze kilku galeziach
matematyki

00 1L 3" na ulamek Jancuchowy niearytmetyczny:
11=1 n

00 l 00 l
Z rozwiniecia tego wynika, ze liczbaL -3 jest niewymierna. Dla liczbyL 2 fakt taki

11=1 n 11=1 n
znany byl juz od1770r., na wynik Apery' ego czekano zatem ponad200lat.

Dowody wiekszosci podanych tu twierdzen Czytelnik znajdzie w ksiazkach W. Sierpinskiego
"Dzialania nieskonczone", rozdzial XI i "Teoria liczb", rozdzial XII, a wiele innych ciekawych
informacji w ksiazeczceA. XUH'IUH,L(enHble opoou.

Zastosowania ulamków lancuchowych

Podamy tylko kilka przykladów tych zastosowan. Pelniejsza teorie moze Czytelnik znalezc
w ksiazkach: AJ. Banarski "Równania nieoznaczone",A.O. rellbrP01l0"Peu/eHue ypa8HeHuu 81/eAblX

'lUCAax" i W.Sierpinski "Dzialania nieskonczone".Opisane przyklady pochodza z tych
ksiazek.

1. Rozwiazywanie równan w liczbach calkowitych. Rozpatrzmy równanie127x- 52y+ l = O,

127
które chcemy rozwiazac w liczbach calkowitych. Rozwijamy najpierw -- na ulameR

52

lancuchowy (np. metoda opisana w artykule A. Schinzla):

127

52= 2+
2+ l

3+ --1
1+5

1
W tak otrzymanym wyrazeniu skreslamy ostatni ulamek, tj. -, i obliczamy wartosc

5

otrzymanego nowego ulamka lancuchowego (bezposrednio lub korzystajac z twierdzenia l

1 l l 22
artykulu A. Schinzla): 2+ ---- = 2+ -- = 2 + - = -.

l 1992+-- 2+- -
3 1 4 4+T

1+

127· 9- 52' 22= -l,

18 5 l
Poniewaz zas - - - = --, wiec (mnozac przez wspólny mianownik) otrzymujemy

~5 7 25'7

2+ l

1+ --1
1+3

l 5=--=-
2 71+-
5

l
1+ --1

2+"2

ulamek lancuchowy:

l
Odrzucamy - i obliczamy:

3

a zatem otrzymalismy rozwiazanie równania:x = 9, Y = 22. Wiadomo, ze gdy dane jest jedno
calkowitoliczbowe (xo, Yo)rozwiazanie równaniaAx+By+C = O, gdzie A i B sa wzglednie
pierwsze, to wszystkie pozostale wyrazaja sie wzoramix = Xo- Bt, y = Yo+At. gdzie t jest
dowolna liczba calkowita.

, 18
2. Rozpatrzmy równanie25x+ 18y = 970. Jak poprzednio, zacznijmy od rozwiniecia - na

25
18 l

25

... , 127 22 l
Obhczamy nastepme rózmce -- - - = - ---.

52 9 52' 9
Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika otrzymtijemy
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Ro;zwiazanie zadania M 195.
Katy BDC i BEC sa wpisane w okrago
i oparte na jego srednicyBC, sa wiec
katami prostymi. Wynika <tad, ze odcinki
BE i CD sa wysokosciami trójkataABC.
ProstaAF przechodzi przez trzeci
wierzcholek tego trójkata i punkt przeciecia
dwóch jego wysokosc i, jest wiec jego
wysokoscia prostopadla do bokuBC, czyli do
prostejp.

l
X3 = 1+-.

X4

1
X4 = 8+- itd.

XI

- 4 l
y23+ = 1+-,

X27

Xl > 1.
l

Aby obliczycXl' napiszemy - =y23 -4, stad Xt = _
Xl y23-4

gdzieX2 > 1. Obliczamy terazX2 metoda podobna do obliczaniaXl:

D l . l ]/23-4 d '/23 4 8 l"d' . d l he'a ej mamy - = 7 ' a staX4 =" + = + - l Wl ZImy,ze a szeXI da SieX4 Xl

powtarzac (por. twierdzenie 7 artykulu A. Schinzla). Otrzymujemy nieskonczony okresowy
ciag równosci

./_ 1 l l . l,,23=4+-, xI=I+-, x2=3+-. X3=1+-.
Xl Xz X3 X4

Po podstawieniach ~trzymujemy

l y23+4 y23-3 Y23+3 j
- = --7---1 = 7 ; X2 = 2 ~ 3,9, zatemX2 = 3+-,X2 X3

gdzie jak i poprzednioX3> l. Wymaczamy nastepnieX3,otrzymujac

18' 7- 5' 2S = l, a inaczej 25' (- 5)+ 18· 7 = ],

Pomnózmy te ostatnia równosc przez 970:

2S. (- 5' 970) + 18' (7 . 970) = 970.

Mamy zatem juz jedno rozwiazanieXo = - 5 . 970 = - 4850,Yo = 970' 7 = 6790.
Rozwiazaniem ogólnym bedzie wobec tego

x= -4850+181

y = 6790- 251.

Mozemy nieco uproscic te wzory, mianowicie podstawiajac1+270zamiastI. Dostaniemy

x = -485O+18t+486O = 10+18/, Y = 6790-251-6750 =40-251.

3. Wyciaganieplenria.stka kwadratowego.Obliczymyy 23, znajac jego wartosc przyblizona 4,8
1

(a w zasadzie wiedzac tylko, ze 4,5< y'23 < 5,0). Mamy najpierw Y23 = 4+ -, gdzie
XI
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.J;Vi l I 1 I 11 l I l I l I l I l I
,,23 = 4+ fl+f3+fl+f8+fl+f3+fl+f8+ ....

4. W podobny sposób mozna otrzymywac rozwiniecia innych liczb niewymiernych. Rzecz jasna,
tylko dla niewymiernosci kwadratowych beda to ulamki okresowe. Przykladowo:

II II 11 II
log 5 = fl+f2+f3+j9+ -.-,

U;o 11 11 11 II II,2 = 1+f3+fl+f5+-,I +fl+ ....

5. Rozwijaniefunkcji naulamkllancuchowe. Rozpatrzmy funkcje wymierna

fix4+I~+13x2+10x+ l
f(x) = --------.

6,x3+ lZx2+7x+ l

Jej rozwinieciena ulamek lancuchowy mozemy otrzymac stosujac algorytm Euklidesa (por.
uwagi miedzy twierdzeniem 3 a twierdzeniem 4 w artykule A. Schinzlll):

dzielimy I
I

otrzymujac
Iprzez

.iloraz
I

i reszteI I I
6X4+12x3+ J3xz+

I

+IOx+4

6x3+1~+7x+lx6X2+9x+4.6X3+12x2+7x+ l
6r+9x+4X3x2+3x+l

6X2+9x+4

3r+3x+1
i

2
3x+2

3x2+3x+l

3x+2 Xx+l
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x ll
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Czytelnicy proponUja

SCisle rzecz biorac w miejscu zaznaczooym (.) odeszlismy od algorytmu Euklidesa, w którym
reszta powinna miec mniejszy stopien niz dzielnik. Znalezione rozwiniecie jest nieco

••zgrabniejsze" od. otrzymanego wtedy. gdy postepowalibysmy konsekwentnie do konca. Mamy
zatem

11' II II 11 11 11
f(x) = x+fX+j2+fX + j2 +-/1- +fX'

Dr Micha! SZUREK

Pawel PASZKO z Krakowa. student inzynierii chemicznej, pokazal, jak obliczac wartosci
logarytmów oraz wyrazen postaci ;rP na kalkulatorach, które tych funkcji nie maja.

Zaczyoamy od tego. ze. jak wiadomo, e"= Iim (l + ~)'. Zatem, dla bardzo duzychN bedzien-+oo n

zachodzic przyblizona równosc e" ~ (l + ~)N

Stad, uwzgledniajac, zex = elU, obliczymy szybko, ze

(1) In x ~ N(Vx - l).
Przyjmijmy IlP' N = 1024 = 210. Zauwazmy, ze wyciagniecie pierwiastka stopnia 1024 - to
100krotne wyciagniecie pierwiastka kwadratowego, a nawet najprostsze kalkulatory maja
funkcje ••pierwiastek kwadratowy". Wzór (I) nadaje sie do praktycznych obliczen

inzynierskich: na 8-cyfroWyro kalkulatorze przyN = 210 mozemy obliczyc logarytmy naturalne
liczb mniejszych niz lO z dokladnoscia do 3-4 miejsc znaczacych, a przyN = 215 i 11-cyfrowym
kalkulatorze dokladnosc wzrasta do5-11miejsc. Niestety maleje przy wiekszych liczbach, choc np.
przy N = 210, In 100 otrzymujemy jeszcze z dokladnoscia do ok. 1%.
Ze wzoru (l), pamietajac ze;rP =e""u, prosto otrzymujemy

(2) ;rP ~ [l+(yx-I)y]N

iwzór (2) w pelni nadaje sie do obliczen na kalkulatorach, majacych operacje"x2" i "yx";
jak poprzednio, nalezy zaN przyjac potege 2.

Ciekawe, ze oba wzory (I) i (2) daja dokladniejsze wyniki, niz mo~na by sie spodziewac, sadzac
ze sposobu ich wyprowadzenia. Przykladowo przyN = 210 obliczamy z nich
23 ~ 7,9987, 0,5)2.3=::: 2,5404 (wobec dokladnego 2,54103 ... ),

lVi ~ 1,07179 (wobec dotl3dnego 1,0717735 ... ), e'" ~ 23,07,(a dokladnie jest e'"= 23,14 ... )

i szczególnie przy niewielkich wykladnikach wzór ten w pelni nadaje sie do praktycznych

obliczen inzynierskich. GdyN = 215, to na ll-cyfrowym kalkulatorze mozna otrzymywac bardzo
dokladne wyniki (ale takie kalkulatory juz przewaznie maja funkcjex').
Logarytmy mozna bardzo dokladnie obliczac. wykorzystujac rozwiniecie

n+l 2 (. l l l l )In-- = 1n(n+1)-lnn = -- 1+- ( 2 + - 4 + ....n 2n+1, 3 2n+l) 5 (2n+l)

,Na przyklad przyjmujac n = l otrzymujemy rozwiniecie liczby In 2

.2( l l l l 1.1 l l l l102 =3 1+ J'9' + 5' 92+ 7"'93:-9" 94+ 11' 95+

+_1 1_+_1_._1_ + _1_ .~_+ .. :)13 ~ 15 97 17 98

i ograniczajac sie do wypisanych powyzej wyrazów mozna na kartce papieru obliczyc In 2
z dokladnoscia do 9 cyfr po przecinku: In 2= O, 693147180 .... Podstawiajacn = 4, otrzymujemy

2( l l· l l )
In5= 2In2+- 1+-·- +-'--+ ...

. 9 3 81 5 8P , '

potem mozemy obliczyc op. In 10= In 2+1n 5 i w podobny sposób logarytmy innych liczb.
WyCiaganie pierwiastków równiez mozemy robic bardzo dokladnie korzystajac z szeregu

dwumiennego (l +x)'" = 1+mx+ (;)x2+(;)x3+ ..:, lxi < l.

Przypuscmy mianowicie, ~e trzeba obliczycVA', przy czym znamy juz jego wartosc przyblizonaQ.
A

Jesli przyjmiemy - ,;,. l +x, gdzie lxi jest bardzo male, to mozna pierwiastek przeksztalcic
, ak

w sposób nastepujacy V:4 = a(l +X)l/l

i skorzystaC ze wzoru dwumiennego dlam = lIk. Wyniki beda bardzo dokladne.
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