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Na okregu zatoczonym na sferze ze srodka S

dowolnym rozwarciem cyrkla rwybierzmy

trzy dowolne punkty A, B, C. Zbudujmy
trójkat o bokach dlugosci AB, BC, CA

i opiszmy na nim okrag o promieniu 't.
Rozpatrujac przekrój sfery plaszczyzna kola

wielkiego zauwazymy latwo, ze wysokoscAA'
trójkata równoramiennego SO,A, w którym
bok OS jest równy poszukiwanemu

promieniowi sfery R, jest równa '1,a jego
podstawa AS jest równa r. Wystarczy teraz

zbudowac trójkat AA'S, w którym 1:SA 'A
. jest prosty, SA = '. SA' = 'h aby na

przecieciu symetralnej odcinkaSA
i przedluzenia boku A' S znalezc punkt O, dla"

"którego odcinek OS jest równy szukanemu
promieniowi.

s

A

o wlasnosciach wyrazeniax1+xg+ ...+x~

Jaroslaw CEL

§l" O" ó" ." p+" p+ +" " p p. r wnamuXl Xz "" ••• X" = Y
"

Twierdzenie 1. przy ustalonychX, > O oraz y równanie (;; xf = yP jest spelnione dla co
najwyzej jednego wykladnikap.

"
Do';'ód: Niech dla pewnego wYkladnika'p.bedzie ~ xf= yP. Wystarczy udowodnic, ze [przyq #< P;=1

"II

marny ~ x1 'I y •• Gdy q '< p, to wobec y > X, mamy y.-P < x1-", czyli;=1

Il Il " Il

y. = y.-Py' = y.-P L xf = L: xfy4-P < L: xfx1-P = L x1,
;=1 ;=1 lal 1=1

"
natomiast jezeliq > p, to postepujac analogicznie dowodzimy, ze ~x1 < )1••;=1

"
Co do równania ~ xf= yP Euler wypowiedzial w. 1778 roku przypuszczenie, U; nie ma ono;= 1

rozwiazan naturalnych, jezeli tylko 2 ~n < p. Obalono je jednak po 188 latach, zachodzi
bowiem równosc 27' + 84'+110'+ 133' = 144'.

Il

Twierdzenie 2. Dla kazdego wykladnikap równanie ~ xf = yP ma rozwiazanie w liczbach
1=1

calkowitych dodatnich, jezeli tylkon jest dostatecznie duze.

Dowód. Jezeli n == k", to mozemy przyjacX, = k(i = 1,2, ...• n),y = P i.jak latwo widziec,
wówczas równanie jest spelnione. Nieche bedzie pewna liczba naturalna i niech liczby

Il

S,(i = 1.2 •...• n), t spelniaja równanie dla danej liczby naturalnejn. Jest wiec ~ Sf= t", wiec
1=1

"+."-1
dla x, = S, (i = 1.2 •... ,n). XJ = tU = n+ l. n+2, ... ,n+e"-l) bedzie ~ xf = (et)".

1=1

Wynika stad. ze skoro równanie nasze ma rozwiazanie w liczbach naturalnych dla liczbyn, to
ma je takze dla liczbyn+ e"-l. wiec i dla n+ e"-l +e"-l itd. dla liczby n+ (e"-1)/. gdzie
/ jest dowolna liczba naturalna. Rozwazane równanie ma, jak wiadomo, rozwiazanie przy
n = kIt. totez biorac najpierwe = k". a potem e =;: P-l (dlaczego. zaraz sie okaze) wnosimy.
ze rozwiazanie takie istnieje dla kazdej liczbyn postaci n = k"+ (k"-l)u+ [(k"-l)p-l]v. gdzie
u i v sa naturalne. Jak nietrudno stwierdzic. liczbyk"-l oraz (k"-I)"-l sa wzglednie pierwsze.
totez na podstawie wniosku l ze str. 12 "Teorii liczb", cz.II. W. Sierpinskiego mozemy napisac.
ze kazda dostatecznie wielka liczba naturalna jest postaci(k" - 1)u+ [(k" - l )" - l]v, a zatem
i postaci n = k"+(k"-l)u+ [(k"-l)"-l]v. a dla takiej liczby rozwazane równanie ma
rozwiazanie.

"
Odbiegnijmy na chwile od tematu i rozwazmy równanie ~pXI = P'. które powstaje

i:= 1
Il

Z równania ~ xf = yP przez odwrócenie roli wykladników i podstaw. Rozwiazemy jeW liczbach
;=1

naturalnych. Zalózmy, zeX, ~ X,+1 < y, oczywisciep ;;lo 2.
" II"

Mamy 1+ ~ pX,-Al = pY-Xl. musi byc zatemXz = Xt, co daje 2+ L pXI-Xl = pJ'-Xl,
1~2 1~3

"
Gdy p = 2, to 1+ ~ 2XI-Xl-1"" 2Y-xl-l, skad n = 2'+1, t eN, x,-xl-l = O1-3
(i"" 3,4 •... ,n),y = t+xI+I, przy n:::; 2'+1, teN. Niech dalej bedziep :::;3. Rozumujac

Il

jak wyicj dostajemy 1+ ~ 3X,-Xl-1 = 3Y-Xl-1, latwo zauwazyc, zex,-xI-l:::; O
. 1=4

(i = 4, S, ... ,n) i n:::; 3'+2, t eN, totez rozwiazaniami w tym "wypadkusap = 3.X3 "" X'l = X1

X,;:: Xl +l(i :::;4,.5, .•.,n),y = t+xr+1, przy n"=3'+2, t eN. "

••



=_1__
p+l

A. Rotkiewicza:

c.b.d.o.
. Sp(n) . L:P n-t (P+ 1) 1

hm -- = hm -- . Bt = --
n-+oo nHl n-+oo' p+ 1 k p+ 1

k=O

f·

1 p ( +1)Sp(n) = lP+2P+ ... +nP = --1-2:: Pk Bt' (n+l)PH-t,
.. p+ k=O .

gdzie liczby Bt zwane dzis liczbami Bernoulliego sa niezalezne od~. Dalej mozna juz
stwierdzic, ze

nieskonczenie wiele liczb zlozonych.

n

Twierdzenie 3. Gdy liczby naturalneXI sa wieksze niz 1. ciagL xf(p = 1.2, ... ) zawiera
i=1

Dowód. Obierzmy dowolna liczbe naturalnaN. Wobec XI > I istnieje takie naturalnep, ze;'
n

q = L xf > N, czyli q > Xl. Zalózmy, zeq jest liczba pierwsza. oczywiscieq x XI. wiec z malego
i=1

n

Jezeli n > 2 oraz L xf = yf. gdzie Xl, ... , X., Ysa liczbami naturalnymi takimi. ze Xl< Xa <
i= I

< ....< X., to x. > p.

1

Uczynic to mozna poslugujac sie calka ~xP dx = --.
O' p+l

Zastosujemy jednak inna metode wykorzystujac rozwiazane przez Jakuba BernoulIiego
zagadnienie wyznaczenia sumySp(n) = lP-t-2P+ ." +nP zamieszczone w pracy"Ars conjectandi'·
wydanej w roku 1713, juz po jego smierci. Bernoulli dowiódl. ze

Przechodzimy teraz do ogólnego rozwiazania. sprowadzajac rozwazane równanie do postaci
n

1+ L pXI-Xl-1 = py-x1-1• gdziep ~ n, skad Xl = Xl dla i= 2,3, ... ,p; Xl = Xl +1
i.=p+l

dla i = p+ 1.p+2•...•n; y = t+Xl +1 przy n = p'+p-l. t eN. Warunkiem rozwiazania jest

spelnienie równoscip r +p = n+1,p, n = l, 2, ...,t e N, wobec której, rzecz jasna,p In+1.
n

Na zakonczenie przegladu róznych wlasnosci równaniaL xf = yf zacytujemy twierdzenie
i=1

Wyprowadzimy wzór Cavalieriego. tj. wzór

§2. Inne wlasnosci

PQCZ4tkowe liczby Bemouliego to:Bo = I.
I I O.

B1 = -"2' B2 = 6' B3 = I nastepne

liczby o .nieparzystych indeksach sa równeI . I
zeru; natomiast B. = 30' B. = 42' B. =

I S 691

= - 30' B10 = 66' Bu = - 2730 • B1• =
7 3617'

=6.B1.= '-51O •...B2.=
23749461029 ..

= - ---s1O-- •...LIczby Bernouhego

maja duze znaczenie w teorii liczb, wystepuja
np. przy obliczaniu wartosci slynnej funkcji

"dzeta" Riemanna, a takze w rozwinieciach
kilku waznych calek ..

n

twierdzenia Fermata wynika, ze xY-I== 1 (mod q), skad XfH-I == xf (mod q), lecz L xf ==
i=1

n n

== O (mod q)•.przeto po zsumowaniu kongruencji dostajemy.L XfH-I == .L xf == O (mod q).
1=1 1=1

n n

Ale z kolei L XfH-I > L xf, bowiem dla XI > 1. q ;;;.2 mamy XfH-I > xf. Wynika stad,
i=1 i=1

n n

ze liczba L XfH-I jest zlozona, gdy liczba L xf = q jest pierwsza, a zatem co najmniej
i=1 i=1

Rozwiazanie zadania M2is
Jezeli p jest liczba pierwsza wieksza od 3. to .

reszta z dzieleniap przez 6 jest równa 1 lubS.
(Liczby postaci 6k. 6k+2. 6k+4. sa

parzyste. a liczby postaci6k + 3 sa podzielne

przez 3). Tak wiecp = 6k+ I lub p =
= 6k-l (= 61+5). Wobec tego p2 =

k(3k± 1)
z (6k± 1)2 = 36k2± 12k+-1= 24--2-- +
+ l. Wystarczy teraz zauwazyc. ze liczba

k(3k± l) jest. dla kazdego k. parzysta.

n n

jedna z liczb L xf oraz L XfH-I wiekszych od N jest zlozona. Dowodzi to jednoczesnie
i=1 i=1

zadanej tezy, bowiem liczbaN obrana byla dowolnie.

Zapewne znacznie trudniejsze byloby znalezienie warunków na liczbyn,p takich, by istnialo
n

nieskonczenie wiele liczb pierwszychL xf, gdzie Xl (i = 1.2, ... ,n) sa calkowite. Z pewnych
i=1

twierdzen Fermata, Gaussa oraz Lagrange'a wynika, iz istnieje nieskonczenie wiele liczb

pierwszych postacixI+xi, xI+x~+xi+x~+xi+x~, gdzie x"x •• X3. X4sa calkowite.
W roku 1923 G. H. Hardy i J. E. Littlewood wyrazili przypuszczenie, ze istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych postacix~+x~+x~, gdzie Xl, x., X3sa calkowite.


