Mob6wimy, #e funkeja /R — R jest
diffeomorfizmem (nicktérzy pisza:
dyfeomorfizmem), jeZeli jest wzajemnie
i, o7 Jip
jest ciggla i stale rézna od zera. Pojeciem
diffe rfizmu p lidmy sig w, eseju
o pekaniu blony mydlanej"” (Delta 5/1976).
Tematyka tamtego artykulu ma wiecle

&1 dnieniami opisywanymi obok.
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Twierdzenie o wartodci éredniej moéwi, ze jedeli
pewna funkcja s: R — R jest rdiniczkowalna,
to jej wartosci w dwéch punktach x;, x; e R
sq zwigzane wzorem

3(x)—s(x3) = (x;—x3)* .;—‘; (w),
gdzie u jest pewnym punktem przedzialu
(xy, x32).

Twierdzenie o wartodci éredniej (w odpowiednio -

zmodyfikowanej postaci) stosuje si¢ réwniez
do funkeji wielu zmieanych x,, x3, ..., Xn.

O odrecznym wykreslaniu funkcji y=x

Jerzy GERESZ

Wyobrazmy sobie, ze kto§ wrecza nam oléwek (ale nie daje nam linijki) i poleca wykresli¢
funkcjg¢ ¥y = x w zadanym ukladzie wspolrzednych. Zadanie to sprowadza si¢ do wykreslenia

linii prostej, przechodzacej przez poczatek ukladu i nachylonej pod katem 45° do obydwu osi.
Przy ,,odrecznym’ wykreslaniu takiej funkcji efekt bedzie taki, jak na rysunku obok: wykres
nieuchronnie bgdzie pokrzywiony. Ujmujac proces wykreslania ,,dynamicznie’” powiemy, ze
kierunek ruchu koficowki otdwka roznit sig tu na ogol od wlasciwego (tego pod katem 45°).
Jednakze patrzac na wykres z rysunku stwierdzamy, ze pomimo znieksztalcei uwydatnia on szereg
specyficznych wiasnosci jakosciowych funkcji ¥ = x. Wykres ten przedstawia funkcje Scisle
rosnacg, ktora wzajemnie jednoznacznie odwzorowuje o$ x na oé y, czyli jest odwracalna; mozna
go uwazac¢ za wykres funkcji gladkiej, odwrotna do ktorej jest rowniez gladka. Krotko mowiac —
proba odrecznego wykreslenia funkcji ¥ = x doprowadzita do wykreélenia pewnego diffeomorfizmu
osi X na of y.

Sprobujmy wyrazi¢ w Scistych terminach powyzsze intuicje. Zaburzony wykres funkcji y = x

jest to wykres funkcji postaci ¥ = x+s(x), gdzie czlon s(x) opisuje ,,zaburzenie’’. Odchylki
kierunku ruchu oléwka przy sporzadzaniu wykresu sa scharakteryzowane wartosciami pochodnej

ds
= (x). Przedstawiony wyzej opis sugeruje nam, iz ma miejsce nastepujacy fakt matematyczny:
X

Funkcja postaci y = x+ s5(x) dla s(x) o niezbyt duzych wartosciach pierwszej pochodnej jest
diffeomorfizmem zbioru liczb rzeczywistych na siebie.

Udowodnimy ten fakt.

Z elementarnych twierdzen rachunku rézniczkowego wiemy, ze funkcja odwrotna do funkcji
wszedzie rozniczkowalnej o niezerowych wartosciach pochodnej jest rowniez wszedzie
rézniczkowalna. Caly problem sprowadza sig wiec do wykazania wzajemniej jednoznacznosci

funkcji y = x+s(x) gdy jest wszedzie odpowiednio male. Konkretnie — trzeba wykazaé,

ds (
T
ze kazdej wartosci y odpowiada wowczas dokladnie jedno x spelniajace réwnos¢ x+ s(x) = y.
Otéz zauwazmy, Ze rownanie x+ s(x) = y moZna napisaé w postaci x = y—s(x), a to z kolei
mozna zapisa¢ jako x = @,(x), gdzie symbol @,(x) oznacza y— s(x). Widzimy wigc, ze problem
jednoznacznej rozwiazalno$ci rébwnania x+ s(x) = y jest robwnoznaczny z problemem, czy dla
kaidej wartosci y odpowiadajace jej odwzorowanie @,( - ) ma dokladnie jeden punkt staly.
StwierdziliSmy, Ze taka sytuacja ma miejsce dla odwzorowan zwegzajacych. Zastanoéwmy sig¢ wigc,
jakie warunki musza by¢ speinione, by @,( - ) bylo zwezajace (w sensie metryki standardowej

w R!':|x—yl), czyli aby dla dowolnych x,, x; € R! i dla pewnego stalego k(0 < k < 1) zachodzilo

[Py (x1)— Dy(x2)| < klxy—xa|.

Poniewaz @,(x) = y—s(x), mamy @,(x,)—D,(x3) = y—s(x1)—y+s(xz) = 5(x2)—s(x,).
Widzimy zatem, ze odwzorowanie @,( - ) bedzie zwezajace wtedy i tylko wtedy, gdy zaburzenie s(- )
dla kazdej pary x;, x; spelnia warunek: - P

[s(xs)—s(x2)l < klxy—x3.
Z twierdzenia o wartoéci §redniej w rachunku rézniczkowym wiemy, ze warunek ten bedzie
ds
spelniony, jezeli pochodna T (x) w zadnym punkcie nie bedzie co do modulu przekraczala

ustalonej wartosci k < 1.
Wykazali$my zatem podany wyzej fakt i uscisliliSmy prowizoryczne sformulowanie ,,przy

ds
niezbyt duzych wartosciach pochodnej’: chodzi mianowicie o to, by warto§¢ |-d—x- (x)

purikcie nie przekraczala ustalonej liczby dodatniej k < 1.

Bystry Czytelnik powinien w tym miejscu skrzywié si¢ z niesmakiem i zakrzyknac¢: > A c6z to
znowu za rewelacja! Jakie§ wycigganie armaty na wrobla! Przeciez jesli s(x) ma wszgdzie pochodng
co do modulu $cisle mniejszg od jednosci, to funkcja y = x+ s(x) bedzie wzajemnie jednoznaczna
jako funkcja §cile rosnaca (bo jej pochodna bedzie wszedzie dodatnia), i funkcja odwrotna do
niej tez bedzie miala wszedzie pochodna! I po co w to miesza¢ jakie$ odwzorowania zwezajgce! <€
Istotnie, gdyby zastosowania zasady Banacha mialy si¢ na tym zakoficzy¢, niewiele bylaby ona
warta. Ale spbjrzmy na przeprowadzone rozumowanie jeszcze raz.

Niech x oznacza teraz nie pojedyncza liczbe, ale caly ich zespél, tzn.

w zadnym

X = {xhx:n X3y auns xl)-



Napiszmy dowolng liczbe czterocyfrowa
byle nie 1111, 2222, 3333 itd. Z jej cyfr

utworzmy mozliwie najwieksza

Poszczegbine liczby x;, x2, X3, ... bedziemy nazywa¢ skladowymi obiektu x. Majgc dwa takie
zespoly liczb mozemy okreéli¢ ich dodawanie i odejmowanie

x4y = (xX1+Y1, X2+ Y2, ooy Xat V)
x—y = (X1—Y1,X2— Y2, ..., Xa—Yn).

i mozliwie najmniejszg liczbg: 9441 i 1449. Wreszcie symbol |x| mozemy zdefiniowa¢ jako

Odejmijmy je:
9441 — 1449 = 7992.
Zrobmy to samo jeszcze raz:
99722799 = 7173
i dalej tak samo 7731—1377 = 6354,
6543 — 3456 = 3087,
8730— 378 = B352,
8532—2358 = 6174,
wreszcie 7641 — 1467 = 6174.
Moina powiedziet: trafiliémy w punkt
staly naszej procedury. Jezeli
wystartujemy z innej liczby, zawsze
predzej czy poZniej osiagniemy 6174,

Ix1l+ |xzl+ |x3l+ ... +|xal, gdzie [x] jest zwyklym modulem liczby x;.

Dla dowolnych dwoch zespolow n-liczbowych zachodzi nierownos¢ [x+y| < |x|+ |y, dzigki czemu
funkcja d(x, y) zdefiniowana jako |x— y| jest dobrze okre§long metryka (odleglodcia) na zbiorze
wszystkich takich zespoléw n-liczbowych (ktory przyjelo si¢ oznaczaé R").

Wyrazenie y = x+ s(x) bedziemy interpretowac tak: kazdemu zespolowi liczb x = (x,, x3, ..., Xa)
przyporzadkowujemy zespot liczb w nastepujacy sposob:

¥ = (1, Y2y ooy 2) = (1 +51(x), X2+ 52(%), ...\ Xat 5a(x))

s(x) = (51(x), ..., sa(x)) oznacza tu teraz zespol funkcji rzeczywistych. Ot6z przy takiej
interpretacji symboli uzytych w przedstawionym wyzej rozumowaniu mozemy powiedzie¢ co
nastepuje:

Jezeli odwzorowanie przeprowadzajace przestrzeni R" w taka samg przestrzefi R" okreslone
wzorem ¥y = x (nazywa si¢ je odwzorowaniem tozsamoéciowym) niezbyt mocno zaburzymy
dodajac do kazdej jego i-tej skladowej funkcje s,(x,, x3, ..., x») 0 dostatecznie matych
wartoiciach pochodnych, to otrzymamy odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne: kazdemu y
bedzie odpowiadalo tylko jedno x takie, ze y = x+ s(x). Bedzie istnialo wigc odwzorowanie don
odwrotne. Co wigcej, wszystkie skladowe tego odwrotnego odwzorowania beda funkcjami
rozniczkowalnymi wzgledem wszystkich x,, x;, ..., x,. Odwzorowania o takiej wlasnoéci
nazywajg si¢ w analizie diffeomorfizmami — do tej pory slowa tego uzywalismy tylko

w odniesieniu do funkcji jednej zmiennej. Wynik naszych rozwazan podsumujemy nastepujaco:
Odwzorowanie identyczno$ciowe przeprowadzajace przestrzefi R® w R" jest strukturalnie stabilne
w tym sensie, ze niezbyt duze jego zaburzenia nie sa w stanie pozbawi¢ go wlasnoéci pozostania
diffeomorfizmem.

Tak rozumiana stabilnoé¢ odwzorowania identyczno$ciowego ma ogromne konsekwencje dla
analizy, bowiem jedno z podstawowych twierdzen tej dziedziny, tzn. twierdzenie o lokalnej
odwracalnosci odwzorowan, bardzo prosto sprowadza sie do kwestii odwracalnoéci odwzorowania
postaci y = x+s(x).

Zainteresowanych odsylamy do ksigzeczki M. Spivaka > Analiza na rozmaitoéciach<, PWN,
Warszawa 1977, s. 46.

Christiaan Huygens (1629—1695) byl holenderskim fizykiem,
astronomem i matematykiem. Dziatal w Hadze i w Paryzu (w latach
1665—1681).

W dziedzinie fizyki badal rézne zagadnienia mechaniki, zajmowat

sig¢ pomiarem czasu i skonstruowal pierwszy zegar wahadlowy,
razem z R. Hooke’m wprowadzil stale punkty termometru
(topnienia lodu i wrzenia wody). Przede wszystkim jednak w slynnym
,,Traktacie o $wietle”’ (Traité de la lumiére, 1678) podal zarys

falowej teorii $wiatla. Sformulowal zasade, zwana obecnie zasada
Huygensa, w my$l ktérej kazdy punkt ofrodka, do ktorego dochodzi
fala, staje si¢ Zrodlem nowych fal, tzw. fal elementarnych (w o$rodku
izotropowym — kulistych), ktorych obwiednia daje nowe polozenie
czola fali. Zasada ta wyjasnia szereg podstawowych zjawisk optycznych
(odbicie, zalamanie, dyfrakcje) i ma szerokie zastosowanie takze przy
opisie innych zjawisk falowych (np. powstawanie fali uderzeniowej

w ofrodkach ciaglych).

W dziedzinie matematyki Huygens badal wlasnosci réznych
krzywych, podal sposéb obliczania powierzchni bryt obrotowych

i napisal pierwszy podrecznik rachunku prawdopodobiefistwa.
Christiaan Huygens prowadzil takze réznorodne obserwacje
astronomiczne za pomocg skonstruowanego przez siebie teleskopu

z okularem achromatycznym, a w roku 1680 rozpoczat prace nad
konstrukcjg ,,maszyny planetarnej’’ — prototypu wspolczesnego
planetarium.

Reprodukujemy znaczek z podobizng Ch. Huygensa wydany przez
poczte Holandii w roku 1928.
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