
Dualnosc w programowaniu liniowym

c(x) = CIXt + o •• +CI'lXn

na zbiorze A okreslonym nastepujacymi nierównosci~mi:

Najprostsza wersje zagadnienia programowania liniowego mozna
sformulowac nastepujaco: '.
Znalezc najwieksza (lub najmniejsza) wartosc funkcji liniowej
zwanej funkcja celu

(Zbiór A jest wiec wieloscianem wypuklym).
Z punktu widzenia "matematyki czystej" teoria tego problemu
sprowadza sie do stwierdzenia, ze o ile poszukiwane maksimum
istnieje, to jest przyjmowane w jednym z wierzcholków
wieloscianu A.
Wierzcholek taki mozemy znalezc rozwiazujac ukladn równan
liniowych wybranych z równan

Xl = o

WI ~~o

Wk ~ o

QIIWt+ P' +aktMlk ~ CI

Wsród wychodzacych z tego wierzcholka krawedzi szukamy
teraz tych, w kierunku których rosnie funkcja celu. Jezeli takich
krawedzi nie ma, jestesmy juz w wierzcholku poszukiwanym
i mozemy zakonczyc prace. W przeciwnym przypadku wybieramy
krawedz "najbardziej obiecujaca" i przechodzimy po niej do
nastepnego wierzcholka, aby opisana procedure powtórzyc.
Wierzcholek optymalny znajdziemy wykonujac co najwyzej
k takich kroków.
Pora teraz na zapowiedziana w tytule dualnosc. Otóz
zagadnienie dualne polega na zamianie ról ograniczen (materialów
w naszej interpretacji ekonomicznej) i zmiennych - czyli przejsciu
do przestrzeni sprzezonych - p. artykul M. Szurka
i gastronomiczny.
Otrzymujemy w ten sposób problem nastepujacy:
Znalezc minimum funkcji

d(w) = bl w, + ... +bkWk

na zbiorze A wyznaczonym warunkami

VlnWt + 0.0 +OknWk ~ Cn"
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Zagadnienie jest poprawnie sformulowane, wystepuja w nim te
same wspólczynniki co w zagadnieniu pierwotnym, ale co
maja ze soba wspólnego ich rozwiazania? I jaki jest ich sens?
Zauwazmy, ze w rozwiazaniu zagadnienia zl zmiennymi i m
warunkami wartosc niezerowa moze przybierac co najwyzej
min (l, m) zmiennych (dlaczego?). ,
Jezeli wiec np.k > n, to rozwiazaniem zagadnienia dualnego
bedzie punkt (w?, ... , w~), w którym co najwyzej n wspólrzednych
bedzie róznych od zera. Wiemy, ze zmiennew/ odpowiadaja
ograniczeniom (nierównosciom) zagadnienia pierwotnego -
wobec {ego dokonalismy w ten sposób pewnego wyboru
warunków. pkazuje sie, ze sa to dokladnie te nierównosci, które

'okreslaja wierzcholek poszukiwany w zagadnieniu pierwotnym.
Warto zauwazyc, ze gdyk # n, rozwiazywanie zagadnienia
pierwotnego i dualnego moze sie róznic zlozonoscia rachunków
i wobec tego w niektórych przypadkach rozwazanie problemu
dualnego moze przyniesc istotny zysk czasowy.
Czy mozna jeszcze dokladniej sprecyzowac sens rozwiazania
dualnego?
Okazuje sie, ze tak. Rozwazmy mianowicie plaszczyzny
wyznaczajace poszukiwany wierzcholekxO• Beda to plaszczyzny
odpowiadajace pewnym zmiennymw/ rozwiazania dualnego.
Jezeli terazal1X, + ... +a,.x. = bl jest równaniem takiej
plaszczyzny, toal1Xl + ... +al.x. = b/+e bedzie równaniem
bliskiej plaszczyzny równoleglej. Takie "rozluznienie" i-tego
warunku spowoduje,te rozwiazanie optymalneXO przesunie sie
do polozenia xo" dajac pewien zysk na funkcji celu - zysk
proporcjonalny doe. Okazuje sie, ze wspólczynnikiem tej
proporcjonalnosci jest wlasniewY.
Gdybysmy dokonali "analizy wymiarowej" problemu
programowania liniowego w ipterpretacji ekonomicznej,
okazaloby sie, zew/ ma "wymiar" ceny zl/jednostka. Jest to tzw.
cena dualna i-tego materialu, bedaca miernikiem jego wzglednej
wartosci w okreslonej naszymi warunkami (*) sytuacji: materialy,
których mamy w nadmiarze maja "cene"O, a materialy
najbardziej potrzebne z punktu widzenia naszych celów - cene
najwyzsza· '

aktXl+ •.• +aknXn ~ bk.

x, ~ o

Xn;:= o

Ul1X, + o •• +alnX" ~ hl

Xn = O

QllXl+ ••• +alnXh = hl

QklXl + 0.0 +aknXn = bil:.

(U)

Tak wiec, aby nasz problem rozwiazac, wystarczy:

1. rozwiazac wszystkier:k)uzyskanych w ten sposób ukladów
równan,
2. sprawdzic, czy rozwiazanie takiego ukladu spelnia pozostalek
warunków (*), czyli czy nalezy. do zbioruA,
3. wybrac sposród znalezionych wierzcholków ten, w którym
wartosc funkcji c jest najwieksza.
Niestety, "rozwiazanie" to nie ma wartosci praktycznej: dla
rozwiazania zagadnienia, w którymn = 50 zmiennych jest
zwiazane k = 150 warunkami, musielibysmy rozpatrzyc

r:k)= (25~) ~ lO'sO ukladów 50 równan z 50 niewia~omymi,
co gwarantowaloby nam zajecie na co najmniej1010 lat.
Tak wiec nalezaloby poszukac sprawniejszego algorytmu
rozwiazywania naszego zagadniej)ia. Pytanie jeszcze, po co?
Otóz okazuje sie, ze wiele problemów "zyciowych" (glównie
natury ekonomicznej) formuluje sie wlasnie w terminach
programowania liniowego.
Oto najprostszy'przyklad.
Mozemy produkowac n róznych wyrobów, przy czym zysk z
produkcji jednostki i-tego wyrobu wynosiCt, a jej
wyprodukowanie wymagaal} jednostek j-tego surowca. Mamy
do dyspozycji b) jednostek j-tego materialu. Ile jednostek
poszczególnych wyrobów powinnismy wyprodukowac, aby
osiagnac maksymalny zysk? Takie i podobne problemy pojawiaja
sie dostatecznie czesto, aby bylo warto zajac sie powaznie
szukaniem metody ich rozwiazywania.
Nie bedziemy tu omawiaC szczególowo najbardziej znanego
takiego algorytmu (tzw. metodysimplex), podamy tylko jej
sens geometryczny.
Droge do rozwiazania optymalnego zaczynamy od dowolnego
wierzcholka Wl wieloscianu A (zwykle od punktu (O, ..• ,0))..
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Pojecia pierwotne
w geometrii

euklidesowej
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Najbardziej znany uklad pojec pierwotnych pochodzi od Dawida Hi/berta (1899). Pojeciami
tymi sa:punkt, prosta, plaszczyzna, lezy na, lezy miedzyi przystaje. Punkty beda oznaczane malymi
literami lacinskimi, duze litery lacinskie zarezerwujemy dla prostych, a male greckie dla plaszczyzn
(chyba, ze zaznaczono inaczej). Relacja incydencji(lezy na)bedzie oznaczana przez I. Moze ona
zachodzic miedzy punktami a prostymi lub plaszczyznami, a takze miedzy prostymi
a plaszczyznami. Relacjalezenia miedzybedzie oznaczana przez B i moze zachodzic miedzy
trzema punktami. Wreszcie relacjaprzystawania, ==, moze zachodzic dla dwu par punktów lub
dwu par prostych. W pierwszym przypadku mówi sie o przystawaniu odcirików, w drugim-
katów.

Nie jest to ani jedyny, ani nawet naj prostszy uklad pojec pierwotnych. Prostszy zaproponowal
Alfred Tarski (1951). Sklada sie on z pojec wystepujacych juz u Hi/berta. Pojeciami tymi sa

mianowicie: punkt, lezy miedzy, przystaje.Ten uklad pojec pierwotnych tez nie jest

najekonomiczniejszy: relacjelezenia miedzymozna zdefiniowac za pomoca ~rzystawania.
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