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co Czytelnik moze latwo sprawdzic, jesli nie znal tego przedtem.
Nowymi wektorami osi zostaly obrócone stare:

{X' = xcosa.-ysinay' =7 xsina:+ ycoscx,

Xnowc = Xstarc'· cosa:+Y~t.re· sina:

Ynowc = - Xstarc • sin et+Ystarc • cos et.

Rys. t

W, = [coso<,sin0<],
W. = [-sino<,coso<].

{'II, = «1 + ••'II. = 7., +4c •.
(*)

. [2 l]. [2 7]MaCIerz 7 4 nazywa SIe transponowana do l 4 •

Niech punkt A ma wspólrzednex, y. a Et, Ez niech beda
wersorami osi, tj.El = [1, O], E2 = [O, l]. Zatem 6A =
= X' E, +Y' E2. Przyjmiemy za nowe wektory osi obrazy
starych: '11 = [2, l], Y)z = [7,4], czyli

Je:ieli przeksztalcenieI przestrzeniR" w siebie jest opisane wzorami

{Xl = Qtt.t'.+trnx,+ ... +OlI1X"
~~.~.~~'.~~:.~~'.~~:.::'.:.~~~~~
XII = QnlXl + alll Xl + .. 0 +OIlIlX"

. [27]czyli o macIerzy 1 4 .

nazywamy macierza tegoprzeksztalcenia. Wyrazajac Xl' 0.0 t XII przez
.>.~, ... , x;' (czyli rozwiazujac odpowiedni uklad r6wnan, jesli to mozliwe),.
otrzymujemy wzory na przeksztalcenie odwrotne do /. Macierz tego
przeksztalcenia odwrotnego nazywamy macierza odwrotna doM i oznaczamy
przez M-'.

Kto nie wierzy, niechaj to przeliczy, na przyklad tak, jak my
w nastepnym przykladzie tego typu. Rozpatrzymy przeksztalcenie
plaszczyzny opisane wzorem

{x' = 2x+7yy' = x+4y,

Skoro zmienily sie osie i wersory ukladu, to zmienily sie takZe
wspólrzedne punktów i wektorów. Jak sie zmienily? Skoro
uklad wspólrzednych obrócil sie w lewo, to - latwo zgadnac -
wspólrzedne "obróca sie" w prawo, a to znaczy, ze zmienia
sie tak:

[all au ... aln]

to tablice wsp6lczynnik6w ~•.' ... ~:~.. :': .. ~~~
ani QII2 ••• allil

Czy os liczbowa i linia prosta to to samo? Niezupelnie. Na
prostej wszystkie punkty sa "takie same" i dopiero gdy umówimy
sie, ze jeden z nich przedstawia liczbeO, a inny liczbe l - mozemy
zaznaczyc wszystkie inne liczby i nasza prosta staje sie wlasnie
osia liczbowa.Kazdy punkt ma swojawspólrzedna.Podobnie
kazdy punkt plaszczyzny przedstawia i moze byc przedstawiony
za pomoca pary liczb, ale o tym, które punkty odpowiadaja
jakim liczbom, decyduje uprzednio dokonany wybór ukladu
wspólrzednych (osi i skal na osiach).
Funkcja f(x} = x- 2 przesuwa os liczbowa o dwie jednostki

• w lewo; poczatek ukladu przewedrowal do punktu-2. A jak
zmienily sie wspólrzedne punktów? Oczywisciezwiekszyly sie
o 2; inaczej: przesunely siew prawo o 2 (bo minus to w lewo,
a plus - w prawo). To latwo zrozumiec. Malemu wszystko
wydaje sie duze, a duzemu - malutkie.
Przeniesmy sie na plaszczyzne. ObrÓCmy ja o katCI. w lewo.
Jezeli przezx' i y: ozmrczymy wspólrzedne obraZu punktu
o wspólrzednych -x,y, to
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o dualizmie korpuskularno-falowym, umieszczonym w tytule
artykulu, bede mówil jedynie w zwiazku z promieniowaniem
elektromagnetycznym - strumieniem fotonów. Nie wyczerpie
to oczywiscie calego tematu, bo dualizm korpuskularno-falowy ,
charakteryzuje takze zachowanie sie pozostalych mikroobiektów,
ale ograniczenie zakresu wykladu umozliwi nam bardziej
szczególowe i glebsze wyjasnienie podstawowych pojec
i koncepcji.
Fizyka promieniowania elektromagnetycznego zajmuje
wyróznione miejsce w strukturze wspólczesnej fizyki. Nie ma
zadnego innego przykladu tak rozleglego zakresu zja:-visk
fizycznych opisywanego tak doskonale za pomoca jednej
uniwersalnej teorii. Swiatlo, z którym obcuje czlowiek od zarania
swych dziejów i któremu tyle zawdziecza, stanowi tylko jedna
oktawe w widmie promieniowania elektromagnetycznego.
Promieniowanie to zóstalo zbadane w ogromnym zakresie,
liczacym kilkadziesiat oktaw, od bardzo twardych promieni
gamma do bardzo dlugich fal radiowycn. Wszystkie
przeprowadzone obserwacje i doswiadczenia wykazuja niezbicie,
ze w calym zakresie promieniowaniem elektromagnetycznym:
jego wysylaniem, pochlanianiem i rozchodzeniem sie, rzadza te
same prawa fizyczne.
Pora teraz wyjasnic, co to jest dualizm korpuskularno-falowy
i jaka byla jego historia.
Termin dualizm pochodzi od lacinskiego slowadualis - podwójny
i oznacza dwoistosc, czyli wystepowanie dwóch przeciwstawnych,
lecz dopelniajacych sie elementów, cech, aspektów. Na przyklad,
dualizm jako koncepcja filozoficzna oznacza poglad, ze swiat
sklada sie z dwóch przeciwstawnych, dopelniajacych sie
pierwiastków: ducha i materii. W naszym przypadku dualizm
oznacza ze promieniowanie elektromagnetyczne zachowuje sie
jednoczesnie jak rojowisko czastek i jak fala. Mimo, iz oba te
aspekty, czastkowy i falowy, wystepuja zawsze razem, to
w kazdym wybranym zakresie widma promieniowania latwiej
jest dostrzec tylko jeden z nich. Z ogromnym trudem mozna by
zaobserwowac u promieni gamma ich cechy falowe i równie
trudno byloby wykryc cechy korpuskularne dlugich fal radiowych.
Tak wiec dualizm korpuskularno-falow)', nie tylko jest cecha .
charakterystyczna promieniowania elektromagnetycznego, ale
jest takze czyms na ksztalt klamry spinajacej cale widmo
promieniowania. lm dluzsza fala promieniowania tym latwiej
nam dostrzec aspekt falowy; im wieksza energia fotonów, tym
bardziej wyrazisty staje sie aspekt korpuskularny.
Historie dualizmu korpuskularno-falowego nalezy niewatpliwie
zaczac od Izaaka Newtona. Newton poswiecil wiele lat na
badania w dziedzinie optyki: od czasów studenckich do ostatnich
lat swego zycia. Wyniki tych badan zebral w obszernym dziele
zatytulowanym"Optyka", wydanym po raz pierwszy w 1704 roku
a pózniej wielokrotnie wznawianym w ulepszanych przez autora
wersjach. Na podstawie wielu obserwacji i doswiadczen, które
szczególowo opisal wOptyce, wiedziony genialna intuicja Newton
sformulowal teorie swiatla, która dla wspólczesnego czytelnika
brzmi miejscami prawie jak ekspozycja ... dualizmu
korpuskularno-falowego. Oczywiscie byloby ogromna przesada
twierdzic, ze Newton odkryl fotony, poniewaz nieznane mu byly
zadne fakty wymagajace wprowadzenia korpuskularnych cech
swiatla. Mimo ogromnego autorytetu naukowego Newtona,
jego teoria swiatla, zwana teoria emisyjna, nie zostala przyjeta
przez ogól fizyków. Dzieki pracom Huyghensa, Fresnela, Younga
i Arago, coraz wiecej zwolenników zdobywala falowa teoria
swiatla i w polowie XIX wieku powszechnie sadzono,
ze wszystkie zjawiska opisane i przeanalizowane przez Newtona,
a takze zjawiska odkryte pózniej, mozna wyjasnic przyjmujac,
ze swiatlo jest fala poprzeczna, rozchodzaca sie jako fala
splezysta w hipotetycznym osrodku zwanym eterem. Zagadnienie
mechanicznych wlasnosci tego osrodka bylo naj slabszym
ogniwem teorii falowej w jej pierwotnej, mechanicznej wersji.
Na to, by wyjasnic obserwowane fakty: ogromna predkosc,
polaryzacje fal swietlnych, wplyw ruchu osrodka materialnego
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na rozchodzenie sie swiatla i inne, nalezalo przypisac eterowiniespotykane nigdzie i bardzo zagadkowe wlasnosci.
Falowa teoria swiatla przyjela ostateczna forme w drugiej polowie
XIX wieku po odkryciu przez Maxwella poprawnej teorii zjawisk
elektromagnetycznych. W 1865 roku Maxwell wydedukowal
ze swojej teorii istnienie fal elektromagnetycznych rozchodzacych
sie z predkoscia swiatla i majacych inne wlasciwosci fal
swietlnych. Na tej podstawie Maxwell wysunal hipoteze, '
ze swiatlo j e s t fala elektromagnetyczna.
Tak powstala falowa, elektromagnetyczna teoria swiatla,
doskonala w swej matematycznej formie i obchodzaca sie bez,
klopotliwego pojecia eteru. Drgania pola elektromagnetycznego
skladajace sie na fale elektromagnetyczna nie wymagaly bowiem
zadnego przenoszacego je -osrodka: mogly z powodzeniem
rozchodzic sie w prózni. Maxwell zmarl w 1879 roku ni::
doczekawszy pelnego doswiadczalnego potwierdze.nia swojej
elektromagnetycZnej teorii swiatla. Dokonal tego Henryk Hertz,
wykazujac w serii doswiadczen przeprowadzonych w latach
1887-1888, ze przewidziane przez Maxwella fale
elektromagnetyczne rzeczywiscie istnieja w zakresie czestosci,
który nazywamy obecnie radiowym. Doswiadczenia Hertza byly
ukoronowaniem teorii Maxwella i przekonaly one ostatecznie
fizyków o poprawnosci tej teorii.
W czasie wykonywania swóich doswiadczen Hertz zauwazyl, ze
oswietlenie iskrownika w rezonatorze, sluzacym do wykrywania
fal, promieniowaniem ultrafioletowym, wzmaga przeskakiwanie
iskier. Nie potrafil on wyjasnic tego faktu, który jak dzis wiemy,
byl wynikiem zjawiska fotoelektrycznego. Zjawisko to stalo sie
punktem wyjscia dla korpuskularno-falowej teorii swiatla. Mamy
tu wiec do czynienia z jednym z tych zaskakujacych zbiegów
okolicznosci, w które obfituje historia fizyki. Doswiadczenie
bedace ostatecznym dowodem teorii falowej zawiera juz elemt!nty,
z których wyloni sie w przyszlosci nowa teoria. Warto w tym
miejscu zwrócic uwage na zbieg okolicznosci zupelnie innej .
natury, ale tez dotyczacy obu omawianych teorii. Twórca falowej,
elektromagnetycznej teorii swiatla, James Clerk Maxwell zmarl
w 1879 roku. W tym samym roku urodzil sie Albert Einstein,
który w 1905 roku wykazal, ze swiatlo ma nature ziarnista i tym
samym obalil teorie Maxwella w jej pierwotnej formie.
Koncepcja Einsteina byla oparta na hipotezie kwantów energii
sformulowanej 5 lat przedtem przez Plancka. W celu wyjasnienia
obserwowanego rozkladu widmowego promieniowania
elektromagnetycznego, wysylanego przez rozgrzane ciala, Planck
przyjal, ze promieniujace cialo zachowuje sie jak zbiór
rezonatorów nastrojonych na rózne czestosci. Energia drgan
kazdego takiego rezonatora musi byc wielokrotnoscia hIJ,
gdzie v jest czestoscia drgan a h nowa stala uniwersalna, zwana
dzis stala Plancka. Na podstawie tej hipotezy Planck otrzymal
wzór na rozklad widmowy promieniowania doskonale zgadzajacy
sie z doswiadczeniem. Mimo tej zgodnosci, hipoteza Plancka
tak dalece odbiegala od powszechnie przyjetych podówczas
koncepcji fizycznych, iz nie tyle zostala odrzucona, co
zignorowana przez wiekszosc fizyków.

Einstein posunal hipoteze Plancka znacznie dalej, postulujac,
ze nie tylko jakies hipotetyczne rezonatory w rozgrzanych
cialach, ale samo promieniowanie elektromagnetyczne o czestosci
v moze niesc energie jedynie w porcjach o energii hv. Bylo to
zdecydowane odejscie od tradycyjnej, falowej teorii swiatla,
wedlug której energia fali jest proporcjonalna do kwadratu
amplitudy d,rgan pola i moze zatem przyjmowac dowolne
wartosci. Ani w pierwszym artykule Einsteina ani w nastepnych
nie pojawila sie nazwa foton. Taka nazwe dla kwantów
promieniowania elektromagnetycznego zaproponowal dopiero
w 1926 roku malo znany fizyk Lewis.
Einstein uzyl swojej teorii swiatla nie tylko do lepszego
uzasadnienia wzoru Plancka, ale takze do wyjasnienia
prawidlowosci wystepujacych w zjawisku fotoelektrycznym.
O zjawisku tym wspominalismy przy omawianiu doswiadczen
Hertza, ale bylo ono pózniej badane bardziej dokladnie.
Wedlug Einsteina zjawisko fotoelektryczne powinno
charakteryzowac sie liniowa zaleznoscia energii kinetycznej
elektronów wybijanych z metalu przez promieniowanie od
czestosci padajacego promieniowania:Ek1n = hv - P. Linie
proste na wykresie funkcjiEk1n(v) dla róznych metali moga
zaczynac sie w róznych miejscach, ze wzgledu na rózne prace
wyjscia P, ale ich nachylenie powinno byc takie samo, gdyz
jest ono wyznaczone przez stala Plancka. Przewidywania te
byly zgodne z obserwacjami Lenarda z lat 1902-3, ale dopiero
wieloletnie, bardzo dokladne doswiadczenia MiIlikana w pelni
potwierdzily przewidywania Einsteina pod wzgledem ilosciowym.
Doswiadczenia te przekonaly wszystkich sceptyków, ze swiatlo
ma takze nature ziarnista. Rezultatem tych doswiadczen byla
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Obliczymy, jak zmienia sie wspólrzedne punktuA. Rozwiazujac
powyzszy uklad równan mamy

{El = 4'11-112E2= -7T1t+2Y12!

czyli mozemy napisac

01= X(4)11- >11) + Y( -7>11 +2>11) = (4x-7Y)>11 +( - X+2Y)>11.

a to znaczy, ze nowymi wspólrzednymi punktuA sa

{xnowe =·4x-yYnowe = -7x+2y.

Wspólczynniki wystepujace w powyzszym wzorze ukladaja sie

. [4 -11 d d .. l2 1]
W macierz o wrotna o wYJscIOwej .-7 2 7 4
Mozemy to sforll).ulowac tak:
wspólrzedne punktów plaszczyzny poddanej przeksztalceniu
o macierzy A zmieniaja sie zgodnie z macierza odwrotna doA.
Widzielismy to juz na przykladach: uklad wspólrzednych
w lewo - wspólrzedne w prawo, itd. Dlatego tez te wspólrzedne
kartezjanskie nosza dodatkowe okreslenie: kontrawariantne,
co po polsku znaczy "przeciwzmiennicze" i to chyba wyjasnia,
skad ta nazwa.
Sa i wspólrzedne kowariantne,alias wspólzmiennicze, tj.
zmieniajace siezgodnie z danym przeksztalceniem ukladu
wspólrzednych. Mianowicie polozenie punktuA na plaszczyznie
mozemy okreslic jednoznacznie podajac iloczyny skalarne
wektora OA przez wektory osiEl, E2. Te iloczyny OA' El ,

6A . E2 sa wlasnie naszymi wspólrzednymi kowariantnymi.
Czytelnik, jesli zechce, bez trudu wykaze, ze istotnie, zmieniaja
sie one zgodnie z macierza wystepujaca we wzorach (*). Jest
to macierz transponowana wzgledem macierzy przeksztalcenia -
a nie odwrotna. Mozemy powiedziei::' ze poruszajacy sie uklad
wspólrzednych "wlecze za soba" wspólrzedne kowariantne
punktów (jak sie zmienia wektory, tak (wspólrzedne),

Rys. 2. Para (X', X2) tworzy

wspólrzedne kontrawariantne,
a (Xl. X2) - wspólrzedne

kowariantne punktu p.

, a wspólrzedne kontrawariantne (kartezjanskie) odbijaja jego ruch
jak gdyby w lustrze. Te dwa typy wspólrzednych zwiazane sa ze

,soba jak lewo i prawo, przód i tyl czy góra i dól. Spotkalismy sie
z ~rzejawami dualnosci, czy lepiej po polsku: dwoistosci.
Mamy tu zadanie dla Czytelnika:

Jezeli Xl, Xl oznaczaja wspólrzedne kowariantne, a Xl, x2 - wspólrzedne
kontrawariantne ustalonego punktu, to wielkosc XiX! +X2X1 nie zmienia sie
przy dowolnej zmianie ukladu wspólrzednych.

*

Gdy konserwatywni Anglicy przejda wreszcie na ruch
prawostronny, to czy wystarczy, jezeli
1) powiedza: jechac prawa strona!
2) odwróca znaki drogowe i przemaluja "zakaz skretu w prawo"
na "zakaz skretu w lewo" itd. ?

*

Pobawmy sie wstega M6biusa. Mozemy ja sobie zrobic z paska
papieru, obracajac jeden z jego konców przed sklejeniem o 180°.
A czy 'mamy obrócic go w prawo czy w lewo? Czy to nie
wszystko jedno, skorolewo i prawo sa dwoiste?
Nie, nie wszystko jedno! Oto prawo- i lewostronna wstega
M6biusa.



A oto: prawo- i lewoskretna kostka do gry i 'siatka, z której
moznaje skleic.
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Gdy chcemy polaczyc kilka pasków, musimy liczyc sie
z ewentualnoscia wielokrotnej nakladki Wyobrazmy sobie, ze
chcemy polaczycA I, A2, ••• , An sklejajac je wzdluz ich czesci
XI c AIo X2 C A2, ••• , Xn c An. Musimy zatem wyjasnic, jak
doklelic XI do Xj, a wiec dla kazdych i,j mamy okreslic
wzajemnie jednoznaczna funkcjegu:XI -> Xj (rys. 4). No i dobrze.
Ale, jezeli pewien punkt jest sklejony z innym, a ten drugi
z trzecim, to i pierwszy z trzecim. To znaczy, ze nasze funkcje
musza spelniac warunek

gjk aglj = gik dla kazdych i,j, k.

Ponadto gu = .gj/ (dlaczego?), skad wynika (jak?), ze/gil= id.I oto nasza "teoria sklejen" i jej pierwsze twierdzenie.
Istnieje wzajemnie jednoznar::na odpowiedniosc pomiedzy
a) sposobami polaczenia zblu/'Vw AI , A2, ••• , An przez sklejenie
ich wzdluz podzbiorów Xic Ai;
oraz
b) zespolami n2 funkcji gu:XI-> Xj takimi, ze

l) glj = git I,
2) gjk aglj = gik,

i- po przyjeciu XI = X2 = ... = Xn = X
c) zespolami n2 funkcji gu:X-> X takimi, ze spelnione sal) i 2)
z poprzedniego punktu b.
Taki jak w c) zespól funkcjiglj nosi bardzo madrze brzmiaca
dluga nazwe:jednowymiarowy kocykl w sensie Cecha ukladu
Al' ... , An o wspólczynnikach w grupie automorfizmów Xi nasze
prosciutkie twierdzenie "wyglada" teraz bardzo powaznie:
Zbiór wszystkich jednowymia/<Owych kocykU w sensie Cecha ukladu
Al, A2' ... , An o wspólczynnikach w grupie automorfizmów X
opisuje wszystkie sklejenia zbiorów AI, A2, ••• , An wzdluz X.I co z tego? - zapyta Czytelnik. Otóz doprowadzilismy Cie,
Czytelniku, do brzegu bardzo szybko rozwijajacej sie algebry
homologicznej, w której jest mowa o cyklach i kocykIach,
brzegach i kobrzegach, homologiach i kohomologiach,
stycznych i kostycznych (to nie dowcip), produktach i
koproduktach (tez nie zart), kompleksach i kokompleksach
(i to nie) oraz o minach i kominach (zart, zart!) a takze o

Gdy matematyk pobawi sie troche szczególnymi przykladami,
bierze sie za ogólna teorie. Wiec i my stwórzmy Ogólna Teorie
Klejenia.
Polecenie: polaczA z B, sklejajac a z b (rysunek 3), moze byc
wykonane jednoznacznie dopiero wtedy, gdy powiemy wyraznie
jak dokleic a do b. Który punkt ma byc sklejony z którym. Mozna
powiedziec, ze okreslamy funkcjeg:a -> b i sklejamy potem
x z g(x).

równiez... nagroda Nobla dla Einsteina w 1921 roku ,za teorie,
zjawiska fotoelektrycznego (nie za teorie wzglednosci). W dwa
lata pózniej Compton w swoich doswiadczeniach nad
rozpraszaniem promieniX na elektronach wykazal ziarnista
nature promieniowania elektromagnetycznego takze i w tym
zakresie widma.

Mozna powiedziec, ze po tych odkryciach w optyce w pelni
zapanowal dualizm korpuskularno-falowy. Do opisu pewnych
zjawisk (ugiecie fal, interferencja itp.) uzywano obrazu falowego;
do opisu innych (zjawisko fotoelektryczne, jonizacja gazu,
zjawisko Comptona itp.) uzywano obrazu korpuskularnego .
Ze wzgledu na to, ze'oba te obrazy traktowano jako
wykluczajace sie wzajemnie, sytuacja byla wysoce
niezadowalajaca. Trwala ona jednak przez przeszlo 20 lat.
Rozwiazanie tego paradoksu przyniosla elektrodynamika
kwantowa, która powstala w rezultacie odkrycia przez
Heisenberga, Schr6dingera, Borna, Jordana i innych mechaniki
kwantowej. Podstawy elektrodynamiki kwantowej, ~formulowane
przez Paula Diraca w 1927 roku, stanowily rozszerzenie idei
mechaniki kwantowej na promieniowanie elektromagnetyczne.
Jakiej odpowiedzi dostarcza elektrodynamika kwantowa na
pasjonujace fizyków od czasów Newtona pytanie: czy swiatlo
jest czastka czy fala? Mozna odpowiedziec zartobliwie, ze
odpowiedzia jest tez pytanie: a dlaczego swiatlo mialoby byc
albo czastka albo fala? Pod pojeciami czastki i fali kryje sie
przeciez tradycyjna tresc uksztaltowana pod wplywem badan
takich obiektów jak kule bilardowe czy fale na wodzie.
Klasyczne modele tego typu nadaja sie, jak sie okazuje, do '
opisu wlasnosci fizycznych promieniowania elektromagnetycznego
tylko w ograniczonym zakresie ale nie udaje sie za ich pomoca
opisac wszystkich zjawisk. Sytuacja taka nie jest zreszta w fizyce
wcale wyjatkowa. Na przyklad, do opisu ruchu Ziemi wokól
Slonca wystarcza model punktu materialnego, ale model ten
jest zupelnie nieprzydatny do opisu trzesien ziemi.
Elektrodynamika kwantowa podaje precyzyjny opis matematyczny
promieniowania elektromagnetycznego, .z którego wynika takze
w jakich warunkach mozemy uzywac uproszczonych modeli
promieniowania: korpuskularnego i falowego. Kluczem do
zrozumienia zwiazku miedzy tymi dwoma opisami jest
staty~tyczny charakter praw kwantowych. W wielkim skrócie,
wspólczesna teoria promieniowania elektromagnetycznego
opiera sie na nastepujacych tezach. Promieniowanie
elektromagnetyczne ma nature ziarnista; mozna sobie wyobrazic,
ze sklada sie ono z fotonów o energiach hv. Dla pojedynczych
fotonów obowiazuja znane z mechaniki zasady zachowania
energii, pedu i momentu pedu, zmodyfikowane zgodnie
z wymogami teorii wzglednosci (fotony poruszaja sie z predkoscia
swiatla). Fotonów nie mozna jednak wyobrazac sobie w postaci
twardych kulek, miedzy innymi dlatego, ze nie mozna ich
zlokalizowac w przestrzeni i dlatego, ze posiadaja wlasnosc
zwana skretnoscia, której przejawem jest polaryzacja swiatla.
Falowa natura swiatla pojawia sie dopiero przy rozpatrywaniu
ruchu wielu fotonów, przy czym zwiazek miedzy fala a fotonami
ma wlasnie charakter statystyczny. Ze zbli~onym obrazem
zjawiska mamy do czynienia w przypadku rury Kundta
wypelnionej okruchami korka, gdy wzbudzimy w niej stojaca
fale dzwiekowa. Nie potrafimy przewidziec, w którym miejscu
znajdzie sie dany okruch, ale wiemy, iz w wezlach fali wystapi
nagromadzenie okruchów. Podobnie i fala elektromagnetyczna,
za pomoca której opisujemy zachowanie sie wiazki fotonów
pozwala wyznaczyc zageszczenia i rozrzedzenia fotonów
w przestrzeni. Mówiac bardziej precyzyjnie, prawdopodobienstwo
znalezienia fotonu jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy
drgan pola elektrycznego i magnetycznego fali.
W ten sposób teoria falowa, lub raczej model falowy,
promieniowania elektromagnetycznego, podobnie jak kinetyczna
teoria materii, pozwala przewidziec srednie wartosci wielkosci
fizycznych. Jezeli fotonów w wiazce jest bardzo duzo, to taka
umiejetnosc przewidywania na ogól zupelnie nam wystarcza. Na
przyklad potrafimy przewidziec ksztalt obrazów dyfrakcyjnych
i interferencyjnych, choc nie wiemy w jakim kierunku podazy
pojedynczy foton. Prostym mechanicznym modelem powstawania
okreslonych obrazów w wyniku statystycznych prawidlowosci
jest deska Galtona. Nie wiemy bowiem dokad poleci dana kulka,
ale dla duzej liczby kul potrafimy dokladnie przewidziec ich
rozklad.

Rozumiemy teraz dlaczego model falowy staje sie coraz to
lepszy, gdy maleje czestosc promieniowania. Fotony o malej
czestosci maja mniejsze energie i trzeba ich wiecej, na to by
otrzymac strumien promieniowania o danej calkowitej energii.
Z kolei, im wiecej fotonów, tym mniej interesujacy jest los
kazdego z nich i jego charakterystyki. Ciekawy jest jedynie opis
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statystyczny pozwalajacy przy pomocy modelu falowego na
wyznaczanie wartosci srednich. I na odwrót, dla duzych czestosci
energia fotonów jest duza, ich liczba jest nieduza, czasami mamy
nawet do czynienia z pojedynczymi fotonami. Dogodny wówczas
staje sie model korpuskularny, w którym oddzialywanie
promieniowania opisujemy jako zderzenia pojedynczych fotonów
z innymi czastkami. '
Dysponujac nowoczesna aparatura fizyczna mozemy wykonac
doswiadczenie doskonale ilustrujace podane wyzej wspólczesne
rozwiazanie dylematu: czastka czy fala? Wykorzystamy do tego
caly laser bedacy stabilnym zrbdlem monochromatycznego
promieniowania, charakteryzujacego sie doskonalymi
wlasnosciami interferencyjnymi w tradycyjnym sensie teorii
falowej. Promieniowanie lasera padajacego na ekr;m mozemy
wykryc za pomoca czulego fotomnoznika reagujacego na
pojedyncze fotony. Okazuje sie, ze rzeczywiscie liczba padajacych
fotonów jest proporcjonalna do natezenia fali. Tam gdzie na '
ekranie widac jasne prazki fotomnoznik wykazuje o'gromna
liczbe fotonów, zas tam gdzie widac ciemne miejsca liczba ta
jest duzo mniejsza.
Dla wielu fizyków, jednym z nich byl sam Einstein, niemoznosc
przewidzenia zachowania sie pojedynczych fotonów, czy tez
ogólnie kazdych pojedynczych mikroczastek: elektronów,
protonów itd., jest wada teorii i swiadczy o,jej przejsciowej
roli w rozwoju fizyki. Jest oczywiscie prawda, ze mamy tu do
czynienia z istotnym ograniczeniem naszej wiedzy o swiecie. Nie
wiemy dotad, czy jest to absolutne ograniczenie, czy tez
w przyszlosci potrafimy sie od niego uwolnic i podac bardziej.
szczególowe niz tylko statystyczne prawa dla ruchu fotonów
i innych mikroczastek. Na razie cieszy nas to, ze wszystkie
statystyczne przewidywania elektrodynamiki kwantowej pozostaja
w idealnej zgodnosci z danymi uzyskanymi w licznych', bardzo
precyzyjnych doswiadczeniach. Dla ilustracji tej tezy podam, ze
czestosc fali radiowej wysylanej przez atomy wodoru przy tak
zwanym przejsciu nadsubtelnym zmierzona w doswiadczeniu
wynosi 1420,4057517864 MHz, gdzie wszystkie podane cyfry
sa znaczace. Obliczona teoretycznie wartosc zgadza sie
z dokladno~lcia do jednej milionowej z wartoscia zmierzona.
Ta zadziwiajaca zgodnosc teorii z doswiadczeniem bardzo
krepuje swobode ruchów fizyków. Wielu z nich chcialoby
zmienic teorie, zastepujac prawa statystyczne prawami
przyczynowymi, które umozliwilyby dokladne przewidywanie,
zachowania sie fotonów i innych czastek elementarnych.I
Jednakze dotad nie udalo sie podac zadnej innej teorii mogacej
konkurowac z teoria kwantowa w calym ogromnym zakresie jej
zastosowan pod wzgledem precyzji przewidywan i zgodnosci
z doswiadczeniem. '

Na razie obowiazuje wiec ciagle dualizm korpuskularno-falowy
rozumiany jako koncepcja, wedlug której czastki-korpuskuly
poruszaja sie,srednio, zgodnie z prawami falowymi.

pniakach i kopniakach (hi, hi). Ale nie igraszki slowne skladaja
sie na algebre homologiczna. Takie jak widzielismy kocykle
tworza grupe (przy pewnych slabych dodatkowych zalozeniach)
a z tego taki pozytek, ze i sposoby sklejania tworza grupe, a z tego
taki pozytek, ze mozemy miec nadzieje, iz cos tak dziwnego
jak klejenie róznymi sposobami moze miec opis algebraiczny,
a z tego taki pozytek, ze dowiemy sie o tym czegos wiecej, a z tego
taki pozytek .. , oj, wkraczam juz na sliski grunt. -

*

Kazde chyba pojecie matematyczne ma swoje ko-pojecie i ten
dualizm ma swój sformalizowany opis w jezyku teorii kategorii.
Mamy wiec i kogrupy i koalgebry (ze nie wspomne juz o
kotangensie). Postaramy sie opisac pojecie "przestrzeni kostycznej"
(nazwa nie pochodzi od kosci, tylko od stycznosci).
Widzielismy juz, ze na plaszczyznie (i w kazdej przestrzeniE")
mozna wprowadzic dwa rodzaje wspólrzednych: kowariantne
(oznaczone przez wskazniki na dole:XI, X2, X3,"') oraz
kontrawariantne (wskazniki na górze:xl, X2, x3, ..• ). Widzielismy
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tez, ze liczba I XIX' zalezy tylko od punktu, a nie od ukladu'
i=t

wspólrzednych.
A wiec mamy funkcje h: VkowX Vkonlr -> R; przez Vkow
oznaczylismy zbiór wspólrzednych kowariantnych, Vkonlr
kontrawariantnych. Ma ona nastepujace wlasnosci

1) h(a+b, t) = h(a, c)+h(b, c),
1') h(a, b+c) = h(a,b)+h(a,c),

2) h(ra,b) = rh(a, b), aE Vkow, b E Vkontr, rE R,
2') h(a, rb) = rh(a, b),
3) jezeli dla pewnegoa E Vkowi kazdego b E Vkontr mamy

h(a, b) = O, to a = O,

3') jezeli dla pewnegob E Vkontr i kazdego a E Vkowmamy
h(a,b) = O, tob = O.

Przestrzenie, zwiazane funkcjah o wymienionych powyzej
wlasnosciach nazywane sadualnymi albo: sprzezonymi, o funkcji h
mówimy, ze ustala ich dualnosc.
A wiec przestrzen kostyczna np. do powierzchni - to dualna do'
plaszczyzny stycznej do tej powierzchni. Mozemy powiedziec, ze
przestrzen kostyczna to przestrzen styczna z dualnymi
wspólrzednymi.
Fatalny brak miejsca w Delcie kaze przerwac opowiadanie w tym
bardzo ciekawym miejscu. Dlaczego ciekawym? A, bo teraz
rozpatrywalibysmy wiazki styczne, czyli zbiory zlozone ze
wszystkich przestrzeni stycznych i dualne do nich wiazki kostyczne
(czyli zbiory zlozone z przestrzeni kostycznych), zobaczylibysmy,
jak sa zabawnie wzgledem siebie pokrecone, ze co jedna zakreci,
to druga odkreci, oraz dostrzeglibysmy, jak w tym
skomplikowanym swiecie pojec abstrakcyjnych odbija sie prosta
regula: uklad wspólrzednych w lewo - wspólrzedne w prawo,
poprzeczka nizej - poziom usportowienia spoleczenstwa wyzej,
skapy tata - rozrzutny syn, nudny jeden artykul - ciekawsze
inne.

1 ~-,-----; (1kg miesa,1kg ziemniaków)
I
I
I
I
I
I
1

m

Gastronomiczny dowód pewnego twierdzenia o dualnosci

Zgodnie z panujacym w matematyce stylem, zanim powiemy, o co chodzi, sformulujemy kilka
definicji. Bedziemy wiec najpierw rozpatrywacprzestrzen spozywczaS. Jej elementami beda
porcje miesa i ziemniaków; 2 kg miesa i 3 kg ziemniaków oznaczymy symbolicznie przez
2m+3z (prosimy nie pytac redakcji, co autor rozumie przez-m itp.). Wyrazenia am+bz mozemy
dodawac, odejmowac i mnozyc przez liczby -a wiec S jest przestrzenia liniowa; mozna wyobrazac
ja sobie jako pl~szczyzne o osiachm i z (rysunek).
Kazda przestrzen ma baze.Baza to po prostu uklad wektorów podstawowych na osiach. Jak
i kazdej plaszczyzny, tak i baza nasz~j przestrzeni spozywczej S sa wektory [1,O] = 1· m+
+O·zi[O,l]=O·m+l·z ..
Produkty spozywcze kupujemy w sklepie.Sklep to nic innego jak funkcja przyporzadkowujaca
kazdemu elementowis E S pewna liczbe rzeczywistar (wulgarnie mówiac: jego cene). A wiec
przestrzen sklepów sklada sie ze wszystkich funkcji (liniowych; cena rosnie liniowo wzgledem
ilosci towaru). Taka przestrzen nazywamy w matematycedualna doJub sprzezona zS i oznacZamy
przez S*. A kazdej bazie przestrzeni S odpowiada dualna do niej baza przestrzeniS*. W naszym
przypadku (tj. w przestrzeniS*) tworza ja dwa nieco zwariowane sklepy MIE oraz ZIE.
W pierwszym z nich placi sie tylko za mieso - zlotówke 2a kilogram. Kartofle dodaja tam'
za darmo, dla zachecenia ludzi do czestszego odwiedzania sklepu. Natomiast sklep ZIE- sprzedaje
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