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w jednym z opowiadan Stanislawa Lema dwaj slawni konstruktorzy, Trurl i 'Klapaucjusz
uganiali sie za smokiem. Gdy juz, juz dopadali potwora, ten migle znikal i odnajdywal sie za 'ich
plecami albo smial sie z nich zza skaly. Dokladniej: chowal sie do przestrzeni konfiguracyjnej
(jako tepawe bydle czynil to zupelnie instynktownie), zas Trurl i Klapaucjusz mogli zobaczyc
i brali za calosc tylko jego nedzne trójwymiarowe siady. Dziwili sie wiec, ze smok jest
jednoczesnie w kilku miejscach jakby zapominajac, ze oni tez maja gdzie indziej glowe a gdzie
indziej nogi.

Co opisuje równaniex2 +y2 = O. Zbiór jednopunktowy? Tak, o ile rozwiazan szukamy tylko
wsród liczb rzeczywistych. Jezeli przypomnimy sobie o liczbach zespolonych, mamy
x2 +y2 = (x +yi)(x - yi) i widzimy, ze x2 +y2 = O wtedy i tylko wtedy, gdyy = - ix lub y = ix.

jawi nam sie jako krzywa, a nie widzimy tej calej skomplikowanej figury, jaka tworza zespolone
rozwiazania równania (I). Jak wobec tego mozna badac wlasnosci takich figur? Tylko metodami
analizy matematycznej, geometrii analitycznej i specjalnie w takim celu stworzonymi metodami
geometrii algebraicznej. Czy na naszej (tj. opisanej równaniem (I» krzywej sa jakies "punkty
charakterystyczne"? Oczywiscie, np. te, w których krzywa sie wyprostowuje(O, i Oz na rysunku
I), czy ten, w którym krzywizna jest najwieksza.

Co to za zbióry = ix, gdzie x i y sa liczbami zespolonymi? Nazywamy goprosta zespolona.

Dlatego prosta, bo sklonni jestesmy nazywac tak kazde cos opisywane równaniemy = ax (gdzie
a = const) czy ogólniej równaniem liniowymax+by+c = O. Nazywamy - bo do "narysowania"
takiego zbioru potr;zebowalibysmy dwóch parametrów zespolonych, czyli czterech rzeczywistych.
W czterowymiarowych przestrzeniach trudno o rysunki. A zatem równaniex2 +y2 = O opisuje
dwie proste zespolone, z których w naszym "rzeczywistym" swiecie widzimy tylko ich punkt
przeciecia: x = O. Y = O. Natomiast zbiór opisany równaniem

\

(I) x3+y3+3xy+l = O

Rys. 1. Krzywa o równaniu
x3+y3+3xy+l = O.

Punkty wyprostowania wykresu funkcjiy = f(x) sa tam, gdzie zeruje sie druga pochodnaf"(x) -
jezeli w ogóle ona istnieje (p. artykul A. Szybiaka). Dla krzywych okreslonych równaniem
wielomianowym f(x, y) = O punkty wyprostowania sa punktami przeciecia krzywej z jejhesjanem:
gdy f jest wielomianem jednorodnym, hesjan taki jest krzywa opisana prostym równaniem

i dodajac (3) do (2) dostajemyxyz = O, co po wstawieniu z powrotem do (2) daje

Pamietajac, zex, y i z tworza wspólrzedne jednorodne punktu plaszczyzny rzutowej, a wiec nie
wszystkie sa równe zeru i okreslone sa tylko z dokladnoscia do proporcjonalnosci, znajdujemy
latwo punkty wyprostowania naszej krzywej:(O, I , - I), (I , O, - l) oraz (I, - l ,O). Dolaczony,

Mozemy teraz potwierdzic rachunkiem to, co widzimy: poza punktamiO, i Oz nasza krzywa
innych punktów wyprostowania w "widzialnym" zakresie nie ma. Rachunki sa proste, trzeba

tylko umiec rózniczkowac. Hesjanem równania (1) Jest

H(x,y, z):= 54(5xyz-x3_y3_Z3) = O

(<1) X3+y3+Z3 = Oi na koniec mamy

r"u

x = O,toy3+Z3 = O,a wiec(Y+Z)(y2_YZ+Z2) = O,

(5)

jezeliy = 0.,toX3+Z3 = O,a wiec(X+Z)(X2_XZ+Z2) = O,

jezeli

z = O,toX3+y3 = O,a wiec(x+y)(x2-xy+y2) = o.

(3)

= Ilu fxy! _ o·H- 1- ,
1 fyx fyy I

wskazniki u dolu oznaczaja pochodne czastkowe. Dla niejednorodnych wielomianów równanie
hesjanu jest bardziej skomplikowane. Mozna o tym przeczytac w tych podrecznikach analizy
matematycznej, które omawiaja funkcje uwiklane. Jeszcze troche teorii. W artykuler. Grzegorczyk
jest opisane, jak do krzywej plaskiej dolaczamy jej punkty niewlasciwe, "punkty
w nieskonczonosci". Nasza krzywa z równania (I) (rzeczywista, czy zespolona, wszystko jedno)
ma jeden punkt niewlasciwy, odpowiadajacy kierunkowi prostejx+ y = O i równaniem tak

.uzupelnionej krzywej na plaszczyznie rzutowej jest

(2) X3+y3+Z3+3xyz = O.

Powstaje ono przez dopisanie "gdzie trzeba" trzeciej zmiennejz. Utworzony z dziewieciu
pochodnych czastkowych wyznacznik opisuje - jak wyzej - hesjan rozpatrywanej krzywej
uzupelnionej.
Poprosimy wreszcie Czytelnika, by przyjal bez dowodu twierdzenie, ze "hesjanowe" kryterium
na punkty wyprostowania krzywej modyfikuje sie na takie krzywe w zrozumialy sposób:Punkty

wyprostowania krzywej opisanej na plaszczyznie rzutowej równaniem jednorodnym f(x, y, z)= O

leza na hesjanie ~ejkrzywej.

x

Rys. 4. Na krzywej o równaniu y = x3

dodawanie punktów to dodawanie ich
odcietych: prosta przechodzaca przez
(a. a3) i (b, b3) ma równanie

(y-b3)f(x-b) = (b3-a3)f(b-a) i przecina

te krzywa w punkcie o wspólrzednych
(-(a+b), -(a+b)').
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a "niewidoczny" punkt w nieskonczonosci jest trzecim punktem, w którym nasza krzywa jest
"lokalnie prosta". Pamietajac zas o rozwiazaniach nierzeczywistych (badamy przeciez caly
zespolony zbiór opisany równaniem (I» otrzymujemy latwo wszystkie inne rozwiazania
ukladu (5):

(6)

1(0, I, -I), (1,0,-I), (I, -1,0)
(0,1, et.), (et.,O, 1), (I, oc, O),

(O, 1,,{J), ({J,O, 1), (I,{J,O),

(znalezione przedtem)

Rys. 2. Operacje arytmetyczne na, krzywej

trzeciego stopnia.

Rys. 3. Dwa punkty wyprostowania i szes(;

dalszych punktów poszóstnych na krzywej
trzeciego stopnia.

Dokladnie: jezeli nieosobliwa zwarta

powierzchnia Riemanna jest grupa

algebraiczna, to jest ona (izomorficzna z)
zespolona t ,krzywa" trzeciego stopnia,

a wiec topologicznie jest torusem albo

(co na jedno wychodzi) sfera z jedna

doklejona raczka.

Punkty wyprostosowania krzywej mozemy
tez okreslic bardziej algebraicznie. I

Przypuscmy, ze uklad wspólrzednych na

plaszczyznie wybralismy tak. ze nasza

krzywa L w otoczeniu poczatku ukladu jest

wykresem funkcji y = [(x) przy czym

[(x) = O i ['(x) = O - a wiec os x "jest

styczna do L. Wówczas krzywizna L w (0,0)

jest równa zeru wtedy i tylko wtedy, gdy

["(x) = O; por. np. artykul A. Szybiaka.

Jest to , ,algebraiczna" charakteryzacja

punktów wyprostowania i w ogóle pojecia

krotnosci stycznej (styczna jest 17·krotna,

gdy pierwszych 16 pochodnych jest równych

O).. Tak sformulowana charakteryzacja moze
byc przeniesiona na zbiory zespolone i ma

sens wszedzie tam, gdzie, ,umiemy"

rózniczkowac, a wiec np. gdzie wystepuja
tylko funkcje wielomianowe. Do

"formalnego" okreslenia pochodnej
wielomianu nie musimy miec bowiem
pojecia granicy.

gdzie et. i {J sa pierwiastkami wielomianux' - x+ 1.

A wiec przez "przypomnienie sobie", ze krzywe maja tej; punkty "w nieskonczonosci"

a równania - pierwiastki zespolone, dotknelismy na naszej krzywej siedmiu nowych jej 'punktów

charakterystycznych. No, moze nie na "naszej" krzywej, tylko na calym zespolony~ smoku,
który pokazuje nam tylko swoje przeswietlenie - krzywa z rysunku l. Konfiguracja utworzona

przez krzywa i jej punkty wyprostowania ma wiele interesujacych wlasnosci, z których zwrócimy
tu uwage na jedna, podstawowa:na kazdej z prostych laczacych dwa punkty wyprostowania lezy

trzeci taki punkt (byc moze, ,niewidoczny" , zespolony). Mozna to sprawd,zic latwym rachunkiem
dla punktów w (6) a uwierzyc w ogólnym przypadku - lub czytac dalej.

Zdumiewajacego opisu punktów wyprostowania dostarcza teoria grup. Wybierzmy jeden taki
punkt (razem jest ich 9) jako element zerowy grupy, która za chwile zbudujemy. Aby dodac dwa
punkty A i B na naszej krzywej - albo na dowolnej krzywej trzeciego stopnia - prowadzimy
przez te punkty linie prosta (gdyA = B, to styczna). Przecina ona dana krzywa w jeszcze jednym
i tylko jednym punkcie A' - choc moze to byc punkt "w nieskonczonosci" lub miec

nierzeczywiste wspólrzedne, nic nie szkodzi. LaczymyA' z uprzednio wybranym za zerowy ,
punktem O. Prosta przechodzaca przez te dwa punkty znów przecina krzywa w jednym tylko
punkcie. Ten wlasnie punkt przyjmiemy za sumeA + B (rys. 2). Od razu zadanie dla Czytelnika:
jak obliczyc -A?

Dlaczego tak, a nie inaczej? Skad takie dziwne okreslenie tego dzialania? Na przyklad stad, ze po
pierwsze "wychodzi" grupa, po drugie dzialania te sa "algebraiczne", a po trzecie ze wszystkich
zupelnych krzywych zespolonych taka grupe mozna okreslic tylko na tych, które mozna opisac
równaniem stopnia trzeciego, a sa to opisane w artykule J. Oledzkiego zwarte powierzchnie

rodzaju 1. Metoda "rysunkowa" mozemy sie dosc latwo przekonac (a nawet pokusic sie o poprawny
dowód) o slusznosci nastepujacego twierdzenia:

Punkty wyprostowania krzywej to rozwiazania równania 3X= O (dokladniej: X+X +X = O)
w powyzej zdefiniowanej grupie.

Z tego twierdzenia wynika m. in., ze jezeliA i B sa punktami wyprostowania, to -(A +B) tez
(bo jezeli 3A = O i 3B = O, to 3( - A - B) = O). Jezeli teraz przekonamy sie, ze nunktyA, B

i - (A+ B) sa wspólliniowe, to tak jakbysmy udowodnili, ze istotnie na kazdej prostej laczacej
dwa punkty wyprostowania znajdzie sie trzeci.

W poszukiwaniu innych punktów charakterystycznych zrobimy nastepujaca obserwacje. Przez
kazdy punkt plaszczyzny mozna przeprowadzic cztery styczne do danej krzywej trzeciego stopnia.
Na rysunku 3 krzywa S sklada sie z dwu galezi: owalu i nieograniczonej krzywej z garbem. Byc
moze beda to tylko styczne nie tyle do S, co do tego duzego smoka zespolonego, którego S jest
resztówka· Precyzyjnie: do zbioru okreslonego w przestrzeni zespolonej takim samym równaniem
co S w rzeczywistej. Takie styczne sa na ogól jednokrotne, ale jest kilka punktów (zobaczymy,
ile), przez które przechodza cztery styczne w tym jedna tr,zykrotna (razem 6 stycznych).I takie
punkty nazywaja sie poszóstne (sextatic). Które to punkty? Zupelnie proste rozwazania "na
ogólnym rysunku" doprowadza do wniosku, ze punktX jest poszóstny wtedy i tylko wtedy, gdy
6X =: O i rzeczywiscie tak to jest.

Styczna potrójna do krzywej trzeciego stopnia musi przechodzic przez punkt wyprostowania,
a wiec punkt jest poszóstny, gdy lezy na stycznej wyprowadzonej z pewnego punktu
wyprostowania. Poniewaz punktów wyprostowania jest 9, a z kazdego z nich wychodza trzy
styczne (plus styczna w tym punkcie), wiec punktów poszóstnych jest 27. Ulozone sa we
wspólliniowe trójki, a Czytelnik moze to sobie udowodnic, patrzac na rysunek 3 i rozumujac tak:
punkty stycznosci i tylko one spelniaja równanie2X = O, a Ol + O, spelnia to równanie. Skoro
wiec Ol +0, ol O, to Ol +0, = 03, ale203 = O, wiec Ol +0,+03 = O, a to znaczy,
ze punkty te sa wspólliniowe. Znalezienie punktów poszóstnych tych krzywych, które tu

rozpatrywalismy, pozostawiamy Czytelnikom. Nie poszukamy tez wielu istniejacych innych
punktów charakterystycznych zarówno krzywej (I) jaki innych zbiorów algebraicznych.
Na zbiorach okreslonych bardziej skomplikowanymi równaniami takich "naprawde
charakterystycznych" punktów jest zatrzesienie. Wielu z nich nie widzimy, patrzac na wykres
sporzadzony w przestrzeni euklidesowej.
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