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Powierzchnie stalych ruchu w dynamice

Doc. dr Antoni KUSZELL

Rozwazmy ruch ukladu dynamicznego .opisywanego równaniami ruchu Newtona w postaci
d

- Xj = pjdl -

dlit P} = F};
j = l, ... ,f;

(I)

gdzie X}, Pi i F} oznaczaja odpowiednio j-ta skladowa polozenia, pedu i sily,fzas oznacza liczbe

stapni swobody.Na przyklad w tr?jwymiarowej przestrzeni ruch punktu materialnego (czastki)
jest opisany w pelni przez podanie trójwymiarowych wektorów polozenia i pedu w kazdej chwili
czasu t. To znaczy, ze w tym przypadkuf = 3. Podobnie dla ukladu dwóch czastek punktowych
liczba stopni swobodyf = 6, itd.
W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowali, ze silyF} sapotencjalne. Oznacza to, ze istnieje
funkcja zmiennych przestrzennychV(Xl, ... , Xf), zwana potencjalem, dla której zachodzi zwiazek:

tl .

Fj= - tlX} V; j= 1 •... ,[.
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Ruch ukladu dynamicznego mozna takze
opisywac w przestrzeni polozeniowej
(f-wymiarowej). Trajektoria jest wtedy
rozwiazaniem równania Newtona drugiego
rzedu

d2

di2 Xj =-Fj; j = l, ... J. '
Przez kazdy punkt w przestrzeni
polozeniowej przechodzi nieskonczenie
wiele trajektorii odpowiadajacych róznym
predkosciom w tym punkcie. W przestrzeni
fazowej przez kazdy punkt przechodzi
dokladnie jedna trajektoria. Wyjatkiem sa
punkty równowagi niestabiln~j.

--
Rozwiazanie zadania F 87. Czastki
wystepujace w zadaniu ~ róznia sie jedynie
znakiem ladunku. Energie potencjalne
w polu elektrostatycznym o potencjale
q;(x) wynosza:

Ep = ±eq;(,).

Znak" +., dotyczy pozytonu, " -"
elektronu, e jest ladunkiem elementarnym.

Stad wniosek, ze elektron jest na poczatku
przyspieszany, a potem hamowany. zas
pozyton na odwrót. I chociaz predkosci
obu czastek prLed wejsciem i pq wyjsciu
(zasada zachowania energii) z obszaru pola

sa takie same, to w obrebie pola zmieniaja
sie one w rózny sposób. Predkosc elektronu
jest.tu zawsze wiekSza, pozytonu zas zawsze
mniejsza od predko$ci poczatkowej. Oznacza
to, ze elektron musi (przy równych
predkosciach poczatkowych) szybciej
pokonac odcinek AB. Wynik ten nie
zalezy od postaci funkcji'1'( '). Zauwazmy
na koniec, ze poczatkowa predkosc czastek
nie moze byc zbyt mala. Dlaczego?

Transformacja Galileusza opisuje zmiane
wspólrzednych punktu przy przejsciu
od inercjalnego ukladu odniesienia do ukladu

poruszajacego sie wzgledem niego ze stala
predkoscia. Jeslix !>pisuje polozenie punktu
w starym ukladzie. to w nowym jego
polozenie op(sane bedzie wektorem

x'=x-V·t,

gdzie V jest predkoscia wzgledna ukladów.
Czas w obu ukladach plynie tak samo.
Jest to transformacja 'nie relatywistyczna tj.
zakres jej stosowalnosci jest ograniczony
do predkosci duzo mniejszych od predkosci
swiatla.

Jak wiadomo z teorii równan rózniczkowych (jest to zreszta fizycznie oczywiste) równania (1)
uzupelnione odpowiednimi warunkami poczatkowymi wyznaczaja w sposób jednoznaczny
rozwiazanie zwanet!..ajektoria (torem) ukladu. Jednakze rozwiazanie to jest znane w postaci
analitycznej jedynie w niewielu prostych przypadkach. Dlatego tak wazna jest mozliwosc
uzyskania informacji o ruchu bez koniecznosci znajdowania trajektorii. W tym celu mozemy
posluzyc sie tzw.calkami ruchuoraz analiza geometrii ruchu wprzestrzeni fazowej.Przestrzenia
fazowa nazywac bedziemy 2f-wymiarowa przestrzen polozen i pedów. Na przyklad przestrzen
fazowa ukladu skladajacego sie z jednej czastki punktowej jest szesci9wymiarowa.
Trajektoria ukladu jest krzywa w przestrzeni fazowej, parametryzowana czasemt.
Latwo mozna sie przekonac, ze dla ustalonych warunków poczatkowy'Ch trajektoria nie moze
przechodzic przez wszystkie punkty przestrzeni fazowej; sa punkty niedostepne dla ukladu.
Wynika to z istnienia wielkosci fizycznych, które nie zmieniaja sie w trakcie ewolucji (ruchu).
Do wielkosci takich (o ile sily sa potencjalne) nalezy calkowita energia ukladu

f
\ .....• Pl

E="""'-2-+<I>,
j=1 mj

gdzie lP jest energia potencjalna.
Równanie E = Eo = const. wyznacza2f-1 wymiarowa powierzchnie w przestrzeni fazowej.
Warunek zachowania energii oznacza geometrycznie prosty fakt, ze trajektoria ukladu lezy na
powierzchni stalej energii. Tak wiec ze wzgledu na t~ zasade zachowania dostepny obszar jest
2f-1 wymiarowy.
Widac stad jak wazne jest pytanie, czy istnieja inne, niezalezne powierzchnie, na których musi
lezec trajektoria. Dla prostoty przyjmijmy na chwile, ze uklad nasz sklada sie zn czastek
w przestrzeni trójwymiarowej. Wtedyf = 3n.
Przyjmijmy ponadto, ze jest on izolowany, czyli na czastki nie dziala zadna sila zewnetrzna.
Wtedy, jak latwo wykazac, srodek masy ukladuX okreslony wzorem:

n

X = M-l I nlsX.,
s=l

(M = stl m, oznacza calkowita mase ukladu)
porusza sie ruchem jednostajnym

X=Xo+Vol.

We wzorze tym wielkosci wektoroweXo oraz Vo sa stale (warunki poczatkowe), które podobnie
jak energia moga byc traktowane jako stale ruchu. Wprowadzaja one szesc nowych ograniczen
(w tym przypadku plaszczyzn). Tak wiec obszar przestrzeni fazowej dostepny dla ukladu
izolowanego i potencjalnego ma2f-7 wymiarów. Dalsze ograniczenie tego obszaru mozemy

uzyska~ nakladajac warunki na silyFj• Zalózmy mianowicie, ze sa one centralne, co oznacza,
ze zaleza jedynie od odleglosci miedzy czastkami i sa skierowane wzdluz wektora laczacego
te czastki (moga byc przy tym odpychajace badz przyciagajace). Dla ukladu oddzialujacego
takimi silami znamy dodatkowa wektorowa stala ruchu (lub jesli ktos woli, trzy stale skalarne);
a mianowicie calkowity moment pedu:

n

M = I XsXPs,
s=1

gdzie znak x oznacza iloczyn wektorowy.
Lacznie mamy wiec do dyspozycji dziesiec ogólnych stalych ruchu (zwanychcalkami pierwszymi
równan ruchu). Maja one dwie wyrózniajace cechy. Po pierwsze sa zwiazane z niezmienniczosciami
ukladu. Zwiazek ten jest trescia bardzo glebokiego twierdzenia, zwanegotwierdzeniem Noether,
zgodnie z którym niezmienniczosci wzgledem przesuniec w czasie (ruch) odpowiada stalosc

energii, njezmienniczosci wzgledem transformacji Galileusza odpowiadaja stale ruchy srodka
masy, a niezmienniczosci wzgledem obrotu calego ukladu - stalosc momentu pedu. Po drugie,
sa to prawdopodobnie jedynecalki rozdzielajace tj. takie, które wyznaczaja powierzchnie
w przestrzeni fazowej. Dowód tego faktu nie jest jednak znany. Jest to wazny problem, poniewaz
znajomosc maksymalnej ilosci calek rozdzielajacych pozwala wyznaczyc dostepny w trakcie
ewolucji obszar przestrzeni fazowej.

Zauwazmy, ze uklad równan(I) ma dokladnie 2fstalych calkowania, które sa stalymi ruchu.
Juz dlaf = 6 (np. dwie czastki w przestrzeni trójwymiarowej) liczba tych stalych jest wieksza
niz lIczba opisanych wyzej calek rozdzielajacych. Dla lepszego zrozumienia sytuacji rozwazmy
kilka bardzo prostych ukladów dynamicznych.
Na poczatek zajmijmy sie ukladami jednowymiarowymi (np. czastka poruszajaca sie po prostej).
Przestrzen fazowa jest wtedy dwuwymiarowa. Ruchw przestrzeni fazowej -odbywa sie po
powierzchni jednowymiarowej (krzywej), wobec czego moze istniec tylko jedna calka
rozdzielajaca. Na to, by przyklad nie byl trywialny, czastka musi oddzialywac z silami
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zewnetrznymi. Dlatego tez calki srodka masy nie sa przydatne. Podobnie przy jednym wymiarze
nie mozna mówic o obrotach. Wobec tego pozostaje tylko calka energii, która wyznacza
trajektorie. Rozwazmy kilka przypadków szczególnych.
1. Oscylator harmoniczny o masiem = l.
Równanie ruchu oscylatora ma postac

E = ~ p'+ -~ w'X22 2 .

Ostatnie równanie opisuje, w przestrzeni(E, X, p) paraboloide eliptyczna. Rzuty jej przeciec
z plaszczyznami E = Eo = const. na przestrzen fazowa (plaszczyzneE = O) sa powierzchniami
rozdzielajacymi. Maja one postac wspólosiowych elips (porównaj rys. l).
2. Wahadlo fizyczne o masiem = ].
Wahadlo fizyczne opisywane jest ukladem równan w postaci

d
CitP = -W2x;

d
(jtx = p,

d
(itP = -w2sinx,

d
(lt x =. p,

energia zas moze byc zapisana w postaci

E(x,p)

Rys. I. Powierzchnia energii i krl}'\\C
izoenergetycznc oscylatora harmolliczn~go.

Rys. 2. Powierzchnia energii i krz) we
izoenergetyczne dla wahadla fi7ycznego.

energie zas mozna zapisac nastepujaco:

E = ..!....p2+W.(l-cosx).
2

Powierzchnia energii ma teraz postac duzo bardziej zlozona. Po pierwszex oznacza tutaj kat
wychylenia wahadla i powinno byc zawarte w przedziale -n ~x ~ n. Dla prostoty graficznej
rozwazmy jednak te powierzchniew calym zakresie zmiennosci (- 00, 00). Wykres
interpretowac bedziemy (jak to mówia matematycy) moduloat, to znaczy bedziemy utozsamiac
punkty odlegle o2mt z punktami przedzialu podstawowego. Tak wiec przeciecie powierzchni
energii z plaszczyznap = O jest cosinusoida, a przeciecie z plaszczyznax = O parabola.
Przeciecia z plaszczyznami stalej energii maja bardziej skomplikowana postac. Dla energii
E < wZ, obraz jest podobny do obrazu w przypadku oscylatora. Krzywa odpowiadajaca energii
E = WZ zwana jestseparatrysa. Ma ona bardzo ciekawe wlasnosci. Po pierwsze oddziela obszar
ruchów oscylacyjnych od obrotów. Po drugie zawiera punkty przeciecia dwóch róznych
krzywych opisujacych oscylacje w róznych kierunkach (rys. 2). Punkt przeciecia odpowiada
stanowi równowagi nietrwalej, w górnym polozeniu wahadla. Tak wiec separatrysa przedstawia
soba trzy rózne trajektorie ukladu, ·a mianowicie dwie oscylacje i jeden stan stacjonarny
(niestabilny). Drugi stan stacjonarnyx = O, p = O jest stabilny. Na rys. 2 widzimy wyrazna
róznice miedzy tymi stanami. W otoczeniu punktu stabilnego krzywe stalej energii maja ksztalt
elips (odpowiada to lokalnemu minimum), zas w otoczeniu punktu niestabilnego ksztalt hiperbol
(odpowiada to punktoWi siodlowemu).
Jak widac z omówionych przykladów analiza powierzchni energii mówi bardzo duzo o dynamice
ukladu. Rozwazmy teraz prosty uklad o dwóch stopniach swobody, a mianowicie dwuwymiarowy
oscylator harmoniczny o masiem = ] opisany równaniami:

d
(jtXj=Pj, (2)

Poniewaz ruchy w kierunkach prostopadlych sa niezalezne, wiec energia kazdych drgan z osobna
jest dobra stala ruchu

Ej = _,_ pz'+ .L wZxz, j' = l 22 j 2 jj' ,.

Równania (2) maja bardzo proste rozwiazanie, które mozna wyrazic nastepujaco:

Xj = AjcoS(Wjl+'Pj), pj = -Ajwjsin(Wjl+'Pj); j = 1,2,

gdzie Aj jest amplituda j-tych drgan arpj ich faza. Oczywiscie mozna te cz,tery wielkosci traktowac
jako stale ruchu. Amplitudy sa bezposrednio zwiazane z energiami, mamy bowiem zwiazki

Ej=wJAJ; j=I,2,

natomiast z fazami sprawa jest bardziej zlózona. Mozemy latwo wyrazicrpj jako funkcje
zmiennych fazowych i czasu:

'Pj = arclg (- ~) -Wjl; j'= 1,2. (3)WjXj

Rozwiazanie zadania M 248. Poniewaz
trójmian p(x) - x nie ma pierwiastków
rzeczywistych, wiec funkcjap(x)-x
zachowuje staly znak. Niech np.p(x) - x > O
dla kazdego rzeczywistegox. Kladac teraz
x = p(1) dla dowolnego I otrzymamy:
p(p(t)) > p(I), a poniewazp(l) > l, wiec
p(p(t)) > 1 czyli p(p(l)) - I > O.

Niestety, pomimo, ze fazy zachowuja stala wartosc w czasie ewolucji ukladu, to sa one zalezne
od zmiennej czasowej w sposób jawny. Oznacza to, ze jezeli w pewnej chwili czasu to równania

'Pj(Xj,Pj,lo) = 'PJ = eonsl.

wyznaczaja powierzchnie w przestrzeni fazowej, to powierzchnie takie nie moga pozostawac
niezmienione w czasie ewolucji. Ze stalych ruchu okreslonych wyrazeniem (3) mozna jednak
skonstruowac jedna stala postaci

3



/

X2 Stala ta nie zalezy juz od czasu a jedynie od zmiennych fazowychXI, X2, PI, P2. Jednakze
funkcja arctgx jest funkcja wieloznaczna (ma nieskonczenie wiele galezi oddalonych od siebie
o n). Z tego wzgledu funkcja11' nie reprezentuje soba okreslonej powierzchni w przestrzeni
fazowej. Wyjatek stanowi przypadek, gdy czestosciWI i W2 sa wspólmierne, to znaczy, gdy
zachodzi zwiazek

nw I = mW2; n, m calkowite.

Dowód tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi. My ograniczymy sie jedynie do spojrzenia
~ na fizyke tego faktu. Przypomnijmy sobie doswiadczenie zfigurami Lissajous.Obserwujemy

w nim ruch dwuwymiarowego oscylatora. Zupelnie inny jest tor czastki, gdy czestosci sa
wspólmierne niz gdy sa iliewspólmierne. W pierwszym przypadku ruch ukladu odbywa sie

po krzywej zamknietej (na przyklad na rys. 3a przedstawiona jest figura Lissajous dla
WI = 2W2)' W drugim natomiast omawiana krzywa nie zamyka sie, a co wiecej, po odpowiednio
dlugim czasie przejdzie dowolnie blisko dowolnego punktu nalezacego do dostepnego
(ograniczonego przez energie) prostokata lezacego na plaszczyznie(XI, X2)' Zwiazek fig,ur
Lissajous z ruchem dwuwymiarowego oscylatora w przestrzeni fazowej stanie sie calkiem jasny,
gdy uswiadomimy sobie, ze calki energii mozna wykorzystac do wyeliminowania zmiennych
pedowych. Wtedy dostepna dla ukladu przestrzen fazowa moze byc utozsamiona z prostokatem
na plaszczyznie(x" X2). Tak wiec. wlasnosci figur Lissajous potwierdzaja fakt, ze dla czestosci
niewspólmiernych nie istnieje dodatkowa powierzchnia ograniczajaca ruch ukladu. Oznacza to,
ze calka ruchu11' nie jest rozdzielajaca.
Widzielismy wiec, ze istnieja stale ruchu o róznych wlasnosciach i w zwiazku z tym róznej
przydatnosci do analizy ruchu. Oczywiscie dla calkowitego rozwiazania problemu konieczna jest

x1 znajomosc wszystkich calek pierwszych (to znaczy znajomosc rozwiazan równan (I». W wielu
jednak przypadkach rozwazany uklad jest tak zlozony, ze nie mamy co marzyc o rozwiazaniu.
Równie czesto znajomosc rozwiazania nie wnioslaby niczego do naszej wiedzy o ukladzie.
Na przyklad jaka wartosc moze miec dla nas informacja, ze w litrze gazuw chwili t = t l czastka

N° 2845715 znajduje sie w punkcieX, i ma .ped Pl? Potrzebne nam sa wtedy charakterystyki
globalne, a nie informacje szczególowe. Wtedy calki rozdzielajace odgrywaja bardzo istotna role.

Rys. J. Figury Lissajous

a) czestosci wspólmierne WJ. = 2wI

h) czestosci niewspólmierne wI ~ w2•

__ Zadania

Redaguje mgr KrzysztofS. NOW fNSKf

M 247. Znalezc wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych, z których jedna jest potega dwójki
a druga potega trójki.
Rozwiazanie na str. 7

M 248. Wykazac, ze jezeli równaniep(x) = ax2 +bx + c = x nie ma pierwiastków rzeczywistych,
to równiez równaniep(p(x» = a(p(x»2 +bp(x)+ c = X nie ma pierwiastków rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 3

A

'flx)

XA

B

Xs

c

x

M 249. Lamana zamknietaL = A,A2 ... An ma wszystkie wierzcholki rózne a wszy"stkiejej boki
maja dlugosc 1. Wykazac, ze jezeli srednicaL jest równa l, ton jest nieparzyste.
Rozwiazanie na str. 6 I

Redaguje mgr Tomasz TRATKfEW feZ

F 86. Z punktów A i (J zwisaja swobodnie: lancuch oraz prety polaczone ze soba w sposób
przegubowy (patrz rysunek). Wiszace ciala sa jednorodne, maja identyczne masy oraz dlugosci.
Dolne konce cial przenosi sie do punktuB (AB ;= BC). Zaniedbujac tarcie rozstrzygnac:
w którym przypadku nalezalo wykonac mniejsza prace?
Rozwiazanie na str. 7..

F 87. Elektron i pozyton przelatuja przez pole elektrostatyczne, poruszajac sie wzdluz prostej
(osi "x"). Potencjal pola dany jest wykresem przedstawionym na rysunku. Która czastka szybciej
pokol1a odcinek AB, jesli ich predkosci poczatkowe sa równe? Czastki nalezy traktowac jako
obiekty klasyczne.
Rozwiazanie na str. 2.
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