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Powierzchnie opisana przez przyrównanie do zera

pewnego wielomianu zespolonego nazywamy powierzchnia
algebraiczna w dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej.
W trójwymiarowej przestrzeni zespolonej do opisania powierzchni
potrzeba juz dwóch zespolonych równan wielomianowych
(= czterech rzeczywistych).

Powierzchnie mozemy sobie jako-tako wyobrazac, a zagadnienie
ich topologicznej klasyfikacji jest od dawna rozstrzygniete.
Kazda'z interesujacych nas tu powierzchni algebraicznych jest
homeomorficzna ze sfera (powierzchnia kuli), do której
a) doklejono pewna liczbe raczek-uch
b) usunieto pewna liczbe izolowanych punktów
c) sklejono ze soba kilka (-nascie, -dziesiat, -set ... ) innych
punktów.

Liczba owych "raczek" z punktua) to rodzaj powierzchni
(Delta 1/1981). Jest to jej niezmiennik topologiczny. Podstawowym
zas geometrycznym niezmiennikiem jeststopien. Dla powierzchni
opisanej jednym równaniem zespolonym jest to po prostu
stopien tego równania, ale mozna podac bardziej geometryczne
okreslenie: to najwieksza skonczona liczba punktów, jakie
uzyskujemy przecinajac nasza powierzchnie plaszczyznami
aZ1+bzz = c. Dla powierzchni algebraicznych polozonych
w trójwymiarowej przestrzeni zespolonej nalezy badac przeciecia
z dwiema hiperplaszczyznami itd.
Czy miedzy tym geometrycznym niezmiennikiem, jakim jest
stopien d, a topologicznym, jakim jest rodzajg, jest jakis
zwiazek? Owszem, dla powierzchni "bez dziobków" polozonej
w dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej wiemy, ze

1
g = - (d-l) (d-2) -liczba sklejen, o których mowa wc).
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Natomiast dla powierzchni w trójwymiarowej przestrzeni
zespolonej rzecz sie od razu komplikuje i o zwiazku miedzy
stopniem i rodzajem wiemy tyle co nic.
To dosc irytujace, ze nie umiemy do konca zbadac zwiazku
pomiedzy dwiema zupelnie podstawowymi liczbami przypisanymi
kazdej powierzchni algebraicznej.
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Powyzsza tabelka zestawia.
co wiemy o istnieniu
gladkich powierzchni 2
stopnia d i rodzaju g

w trójwymiarowej zespolonej 1
przestrzeni rzutowejp3
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Stopien1 rodzaj powierzchni
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Chociaz równanie takie jakx'+ 19x3y-4yZ3_x+ 1 = O

wyglada na bardzo skomplikowane, z jednym faktem mozna sie
zgodzic od razu - opisuje ono pewna krzywa na plaszczyznie.
Ta krzywa jestalgebraiczna - bo po lewej stronie równania stoi
wielomian.

Powierzchnie algebraiczne mozna opisywac róznie, a jednym ze
sposobów jest rozpatrywanie równan z niewiadomymi
zespolonymi. Równanie takie jak zi+19z~zz- 4zi3 - Z1 +1 = O

(gdzie rozwiazanZ1 i Zz szukamy wsród liczb zespolonych)
stanowi w gruncie rzeczy pare równan: ~zesc rzeczywista= O

oraz czesc urojona= O. W równaniach tych mamy ukryte cztery
zmienne rzeczywiste: czesci rzeczywisteZ1 i Zz oraz ich czesci
urojone. A zatem równanie takie opisuje twór 4 - 2= 2-wymiarowy,
tj. powierzchnie.

Co to znaczyudowodnic twierdzenie matematyczne?Logicy dawno
juz odpowiedzieli na to pytanie. podajac definicjedowodu

formalnegojako ciagu zdan konczacego sie dowodzonym
twierdzeniem i o tej wlasnosci, ze nastepne zdanie ciagu powstaje
z poprzedniego w mysl prostych, ustalonych regul.
Poczatkiem ciagu musza zas byc aksjomaty.
No tak, to wszystko pieknie, tylko ze takich dowodów nikt nie
pisze. Bylyby za dlugie, niezrozumiale przez szczególowosc,

a nade wszystko ... piekielnie nudne. Powstajace w rzeczywistosci
dowody matematyczne to jakby szkice rozumowan, opisy, jak cos
tam mozna udowodnic. Autorzy pomijaja wiele kroków,
pozostawiajac je domyslnosci czytelników, co czasem prowadzi
do zlych skutków, gdy ci sa mniej domyslni niz to zakladali
twórcy dowodów. Na ogól jednak przyjmuje sie za "dobry'~
dowód, który jest zrozumialy dla tzw. przecietnie wyksztalconego
specjalisty.
Przy takim, bardzo pragmatycznym podejsciu do pojecia dowodu
budzi sie od razu szereg watpliwosci. Czy np. rozumowanie

. spisane na 10 tysiacach stron druku mozna nazwac dowodem?
Zaden czlowiek nie bylby w stanie tego zrozumiec, zakladajac
nawet, ze taki gigant zostalby wydrukowany. Podobne
kontrowersje budzi dowód slynnego twierdzenia o czterech
barwach. Wieksza czesc tekstu stanowi tam wydruk z komputera
tak dlugi, ze nikt nie jest w stanie sprawdzic poprawnosci
obliczen bez uzycia ... innego komputera. A jesli maszyna
popelnila blad? Poza tym dla kogo robimy dowody: dla ludzi,
czy dla komputerów?
Wsród matematyków istnieje zwyczaj wyznaczania nagród za
rozwiazanie szczególnie trudnych problemów. Stawia sie wówczas
na ogól pytanie: "czy jest tak a tak?" i wyplaca okragla sume

temu, kto odpowie na nie twierdzaco lubpr~eczaco i poda dowód.
Slynnym fundatorem takich nagród i jednoczesnie twórca
problemów jest wegierski matematyk Pal Erdos, a premie sIegaja
niekiedy trzech tysiecy dolarów. Zdarza sie czasem, zwlaszcza przy
pytaniach z teorii mnogosci, topologii ogólnej czy teorii funkcji'
rzeczywistych, ze jakis niesforny matematyk wykreci sie sianem
i zamiast odpowiedziectak lub nie, udowodni, ze dana hipoteza
jest nierozstrzygalna, tzn. nie mozna jej ani udowodnic, ani
obalic. Z formalnego punktu widzenia wszystko jest w porzadku,
problem zostaje zamkniety. W odczuciu jednak niektórych
matematyków dowód niezaleznosci hipotezy daje mniej informacji
niz "zwykly" dowód jej lub jej zaprzeczenia. Czy autor takiego
rozwiazania powinien zainkasowac nagrode w walucie
wymienialnej? Zdania co do tego sa podzielone, zwlaszcza ze
warunki konkursu nie bywaja ustalane precyzyjnie. A co o tym
sadza Czytelnicy?
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