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Plaszczyzna M6biusa i wstega M6biusa nie
maja nic wspólnego (poza tym, ze obie
sa powierzchniami).

Geometrie na sferze

Sfera

W trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej sfera to zbiór punktów równooddalonych od

ustalonego punktu przestrzeni. Jest to zatem zbiór punktów, których wspólrzedne spelniaja

równanie (Xl -ad2 + (X2~a2)2+ (X, ~a,)2 = r2, gdzie rolO. Dowolne dwie sfery sa podobne,
mozemy wiec dalej przyjac, zer = l i (al' a2, a,) = (0,0, O) i te sfere uznac za "wzorcowa".

Odleglosci punktów na sferze mozemy mierzyc dwoma (co najmniej) sposobami: za ich odleglosc
przyjac dlugosc odcinka w przestrzeni laczacego te punkty albo dlugosc laczacego je najkrótszego
luku na sferze (luk taki, to fragment okregu wielkiego, czyli przeciecia sfery z plaszczyzna
przechodzaca przez jej srodek). Obie metryki sa równowazne w takim sensie: odcinki przystajace
w jednej z nich przystaja i w drugiej; bardziej naturalna wydaje sie ta "wewnetrzna"
- mierzenie po sferze, a latwiejsza w poslugiwaniu "zewnetrzna" definicja odleglosci. Mamy
wiec na sferze relacje przystawania odcinków.

Zeby mówic o geometrii warto móc poslugiwac sie prostymi. Najprosciej zdefiniowac: prosta
to symetralna odcinka. Jesli tak, to prosta jest przecieciem plaszczyzny (w przestrzeni symetralne

to plaszczyzny) ze sfera, a wiec okregiem wielkim (bo srodek sfery lezy na symetralnej dowolnej
pary punktów ze sfery).

Geometria sferyczna

Uzyskalismy takgeometrie 4eryczna- opisuje ona plaszczyzne sferyczna (czyli nasza sfere)
przy uzyciu pojec "punkt", "prosta" (czyli okrag wielki) i "kat miedzy prostymi" - bo katy
takze umiemy mierzyc, skoro umiemy mierzyc odleglosci na plaszczyznie sferycznej. Mozemy tez
w niej mówic o symetriach osiowych - bo kazda taka symetria to w istocie obciecie
trójwymiarowej symetrii plaszczyznowej do powierzchni sfery. Dowolna izometrie plaszczyzny
sferycznej mozemy rozszerzyc do izometrii nlej przestrzeni - izometria taka musi miec punkt
staly (srodek sfery nie moze sie poruszyc), a wiec moze byc tylko obrotem lub symetria obrotowa.

Stad uzyskujemy mocne i podobne do euklidesowego twierdzenie:Kazda izometria plaszczyzny
sferycznej jest zlozeniem co najwyzej trzech symetrii osiowych.

Skoro umiemy mierzyc katy, warto moze byloby zainteresowac sie podobienstwami plaszczyzny
sferycznej. To nic, ze spotkac tu mozemy trójkaty "dziwne" - o dwóch, albo i trzech katach
prostych, o dwóch katach wiekszych od prostego itp. Nie szkodzi - podobienstwo i tu ma
sens - to przeksztalcenie zachowujace katy. Dopóki mierzyc bedziemy katy miedzy prostymi
(okregami wielkimi), a wiec równiez wymagac, by przechodzily one na siebie, nie uzyskamy nic

nowego - kazde podobienstwo plaszczyzny sferycznej jest jej izometria. Ale jesli do konkurencji
dopuscimy wszystkie okregi ... Zauwazmy, ze przy zwyklej definicji okregu (zbiór punktów
równooddalonych od danego) proste plaszczyzny sferycznej sa tez na niej okregami.

Geometria M6biusa

Rozwazmy takie przeksztalcenief Wybierzmy punkt p lezacy poza sfera. Dla kazdego punktu
q na sferze konstruujemy jego obrazf(q) jak nastepuje: laczymyp i q prosta a drugi punkt jej
przeciecia ze sfera (alboq, gdy jest ona do sfery styczna) oznaczamyf(q). Zbiór punktów
stalych f uklada sie na pewnym okreguk, a samof jest "wiernokatne" - przeprowadza okregi
na sferze na okregi i zachowuje katy miedzy okregami. A wiec jest podobienstwem (i do tego
inwolucyjnym, czyli odwrotnym do siebie). Mozna by je tez nazwacsymetria, wzgledem k -
nawet obraz punktu konstruuje sie jak przy "zwyklej" symetrii, a gdyp umiescimy
"w nieskonczonosci", tof okaze sie znana juz symetria - okragk bedzie okregiem wielkim.

W ten sposób na sferze zbudowalismy druga geometrie -geometrie Mobiusa.Posluguje sie ona
pojeciami "punkt" = punkt ze sfery, "prosta" = okrag na sferze, "prostopadlosc" [albo
"kat miedzy prostymi"]. A poznane dopiero co symetrie tworza w niej zbiór generujacy
wszystkie podobienstwa. Mamy bowiem twierdzenie:
Kazde podobienstwo plaszczyzny Mobiusa jest zlozeniem co najwyzej czterech symetrii osiowych.

A dalej - dalej mozemy juz po prostu uprawiac te geometrie i dowodzic takie (dosc juz
nieoczywiste) twierdzenia:
W geometrii sferyczneji w geometrii Mobiusa kazde podobienstwo parzyste(tzn. zachowujace
orientacje) rozklada sie na co najwyzej dwa inwolucyjne podobienstwa parzyste.Z izometriami
latwiej - szukane inwolucje to symetrie osiowe sfery, ale na plaszczyznie M6biusa?
Albo: dowolne dwa trójkaty na plaszczyznie Mobiusa o sumie katów° mozna przeprowadzic

na siebie pewnym podobienstwem.
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Geo le 1"_ ptyczna
Obie te geometrie maja jednak jedna, dosc nieprzyjemna wlasnosc: proste moga sie przecinac
w dwu róznych punktach. W geometrii sferycznej nawet musza - bo dowolne dwie plaszczyzny
wycinajace na sferze okregi wielkie przecinaja sie wzdluz prostej (przechodzacej przez srodek
sfery) - a ta przecina sfere w dwu punktach. Ale jesli dwa punkty nie leza antypodycznie
(prosta laczaca je nie przechodzi przez srodek sfery), to przez takie dwa punkty na plaszczyznie
sferycznej przechodzi juz dokladnie jedna prosta. Mozemy wiec utozsamic punkty antypodyczne -
posklejac je w pary. Przy sklejaniu odpowiadajace sobie punkty leza na tych samych prostych,
a wiec po utozsamieniu antypod dowolne dwie proste beda sie przecinac i to w dokladnie jednym
punkcie. Taka posklejana sfera nie miesci sie w przestrzeni trójwymiarowej - nie szkodzi -
mozna ja sobie wyobrazic, mozna takze mówic o prostych na niej - to odpowiednio pozlepiane
okregi wielkie. I w ten sposób uzyskalismy plaszczyzne eliptyczna - wystarczy zauwazyc,
ze sklejanie nie popsulo nam miary katów, a jesli chcemy mierzyc odleglosci punktówp - q

musimy zmierzyc na sferze odlegloscp od q i odleglosc p od antypody q - mniejsza z nich to
dobra miara odleglosci w plaszczyznie eliptycznej. Tyle, ze jest to plaszczyzna nieorientowalna -
nie mozna rozróznic izometrii parzystych od nieparzystych. Albo inaczej -kazda symetria

osiowa jest zlozeniem dwu innych symetrii osiowych,co latwo zobaczyc na posklejanej sferze:
symetria wzgledem bieguna ("srodkowa") i symetria wzgledem równika sa tu tozsame.
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Skrót regulaminu ligi zadaniowej

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr.n+ 4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladnoscia doO, l. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania

liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E.KUCZMA

Zadania Nr 10, 11, 12
Termin nadeslania rozwiazan: do 28.11.1982
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10. W wyniku dzialania przedstawionego programu powstaje nieskonczony ciag liczbx

(w rozkazie obwiedzionym podwójna ramka). Udowodnic, ze ciag ten jest zbiezny i obliczyc
granice. Poszukac uogólnien.

11. Zalózmy, zeW jest wielomianem o wspólczynnikach calkowitych, róznym od stalej.
Udowodnic, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszychp, dla których równanie W(x) = py

ma rozwiazanie w liczbach calkowitychx, y.

12. Niech Z oznacza zbiór 27 punktów przestrzeni tworzacych konfiguracje nastepujaca:
wierzcholki szescianu - srodki jego krawedzi - srodki jego scian - srodek calego szescianu.
Ile jest róznych (= nieprzystajacych) trójkatów o wierzcholkach w punktach zbioruZ?
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