
Paradoks zegarów

Fizycy badajac wzajemne polozenie zjawisk w sposób naturalny zajmuja sie ich odlegloscia
w przestrzeni, jak tez w czasie. Powstaje w zwiazku z tym pytanie, jaka jest geometria uzywanej
przez nich czasoprzestrzeni. Innymi slowy: gdy do wspólrzednych przestrzennych dolaczymy
jeszcze jedna, musimy zdecydowac, jak w otrzymanej przestrzeni bogatszej o jeden wymiar
nalezy wprowadzic pojecia geometryczne, np. prostopadlosc.
Zasadniczo stosuje sie trzy sposoby. Kazdego z nich mozna uzyc do przestrzeni o dowolnej
geometrii, a wiec teoretycznych czasoprzestrzeni jest trzy razy tyle, co przestrzeni.
Tu zajmiemy sie dwuwymiarowymi czasoprzestrzeniami. A wiec mamy prosta (geometrycznie)
i czas. Prosta niech bedzie taka, jak w geometrii Euklidesa. Uzywac bedziemy normalnej
terminologii, a wiec dwuwymiarowa czasoprzestrzen nazwiemy po prostu plaszczyzna.
Kazdy punkt plaszczyzny to "zdarzenie", które dla wybranego obserwatora (ukladu
wspólrzednych) zaszlo w punkcie)x w chwili t. Drugi obserwator poruszajacy sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym wzgledem pierwszego zakresli w jego ukladzie wspólrzednych
prosta. Ta prosta to jednoczesnie os czasowat' ukladu wspólrzednych, w którym drugi
obserwator spoczywa. Kierunek osiDx' znajdujemy korzystajac z definicji prostopadlosci
wektorów. Dwa wektory [1" xtl, [t2, X2] sa prostopadle jesli:
w geometrii Galileusza t,t2 = O

w geometrii Minkowskiego t,t2 -Xl X2 = O (predkosc swiatla c= l)
w geometrii Euklidesa t, t2 +x, X 2 = O.

Tak wiec w geometrii GalileuszaDx' pokrywa sie z osiaDx, zas w geometrii MinkowskiegoDx'

to prosta polozona symetrycznie doOt' wzgledem prostych izotropowych. Nowe wspólrzedne
"zdarzenia" mozemy jednak okreslic dopiero po wyskalowaniu nowych osi. W tym celu
konieczne jest znalezienie zbioru punktów odleglych o jednostke od poczatku ukladu
wspólrzednych. W pierwszym przypadku (odleglosc punktówd = It, -t21) jest to prosta,

w drugim Cd = r(t, -t2)2_(X, -X2)2) hiperbola, której asymptotami sa proste izotropowe,
a w trzecim okrag jednostkowy.
Korzystajac z rysunków zamieszczonych obok mozna teraz wyprowadzic wzory na nowe
wspólrzedne

w geometrii Galileusza t = t'
x' = x-ih,

w geometrii Minkowskiego t' = tcosha+xsinha
x' = tsinha+xcosha,

gdzie {}= -tgha,

w geometrii Euklidesa t' = tcosa-xsina
x' = tsina+xcosa,

gdzie {} = -tga.
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Pierwsza z wymienionych geometrii opisuje kinematyke klasyczna ({) ~e), druga kinematyke
relatywistyczna ({) dowolne), a trzeciej - tej, która opisuje czasoprzestrzen taka, jak jej
przestrzenna czesc, w fizyce nic nie odpowiada. Czas, jak sie okazuje, to zupelnie inny wymiar
niz wymiary przestrzenne.
W geometrii Galileusza czas plynie tak samo dla wszystkich obserwatorów tj. zdarzenieE ma
we ws:z;ystkich ukladach te sama wartosc wspólrzednej czasowej. W geometrii Minkowskiego juz
tak nivr.:st. Rozwazmy bowiem dwóch obserwatorówOt i Ot' i zdarzenie A. Dla
pierwszego z nichA zajdzie w czasiet(A) = l (jednostka czasu zegara spoczywajacego wOt).
Rzutujac A prostopadle na osOt' otrzymujemy

t'(A) > t(A),

Podobnie dla zdarzenia 8 (zegar spoczywa w ukladzieOt')

t'(8) < t(8).

Czas w ukladzieOt biegnie dla obserwatora poruszajacego sie wolniej niz jego czas wlasny

i odwrotnie zegar spoczywajacy wOt' biegnie w ukladzie Ot wolniej niz zegar spoczywajac~ wDr.
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Ta symetria miedzy obserwacjami w róznych inercjalnych ukladach odniesienia sugeruje paradoks,
którego istote wyjasnia rysunek 3. ProsteAB, BC i AC sa liniami zegarów poruszajacych sie bez
przyspieszenia. Zegar 2 oddala sie od zegara l, a zegary 1 i 3 zblizaja sie, by spotkac sie
w punkcie C. W punkcieA synchronizowane sa zegary 1 i 2, a w punkcieB - zegary 2 i 3.
W ukladzie spoczynkowym zegara I zegary 2 i 3 poruszaja sie. Powinno wiec byc

gdzie przezT oznaczylismy czasy wlasne zegarów. Paradoks polega na tym, ze w ukladzie
wlasnym zegarów 2 i 3 zegar 1 porusza sie, co powinno dac

Zeby wyjasnic ten paradoks musimy znalezc na odcinkuAC zdarzenia równoczesne zB dla
obse~watorów 1 (punktE), 2 (punkt D), 3 (punkt D') i skorzystac z faktu, ze w geometrii
Minkowskiego odcinek laczacy dwa zdarzeniap iSjest zawsze krótszy od róznicy wspólrzednych
czasowych w dowolnym inercjalnym ukladzie wspólrzednych

Wtedy

TAC = TAE+TEC = flE-flA+flC-flE = flB-flA+flC-flB > TAB +TBC > f2B-f2A+f3C-

-f3B = f2D-!2A+f3C-f3D' > TAO+TD'C = TAc-TDD,

a wiec TDD' > O i nie ma juz paradoksu. W punkcie C zegar I wskaze wiekszy czas niz czas
wskazywany przez zegar 2. W powyzszym rozumowaniu pominieto fakt, ze w punkcie zwrotnym
zegar porusza sie z przyspieszeniem, co moze miec wplyw na jego bieg. Aby ocenic wplyw
przyspieszenia a na zegar trzeba porównac je z typowym przyspieszeniem "mechanizmu"
zegarowegob. Niedokladnosc biegu zegara wywolana przyspieszeniem jest w przyblizeniu równa
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gdzie f jest czasem trwania przyspieszenia.
Dla typowego zegara atomowego z ,okresem drgan 4·10-11s niedokladnosc ta jest rzedu
zaledwie 10-14S•

Róznica wskazan zegaróww punkcie C zmieni sie istotnie jesli beda sie one poruszaly w polu
grawitacyjnym. Uwzglednienie wywolanego obecnoscia mas "zakrzywienia" geometrii
Minkowskiego prowadzi czasami do wyniku przeciwnego niz otrzymany powyzej. Jesli na
przyklad jeden z blizniaków pozostanie na orbicie Ziemi, a drugi poleci w rakiecie balistycznej
do Plutona, a nastepnie wróci dzieki przyciaganiu Slonca, to okaze sie, ze podróznik stanie sie
starszy od swojego brata. Widac stad, ze dopiero dokladne okreslenie warunków, w jakich
odbywa sie podróz, pozwala przewidziec wynik porównania wskazan zegarów po powrocie.

ELI' A",
Na szachownicy 4 x 4 ulozone sa dwie figury w ksztalcie litery L (3 x 2), oraz dwa kwadraty
(1 x 1) zgodnie z ta szachownica (a wiec przykrywajace cale pole). Jedna z "elek" nalezy do
jednego z grajacych, a druga do drugiego; kwadraty sa "neutralne". Ruch (który na przemian
wykonuja gracze) polega na ulozeniu swojej "elki" w inny sposób na niezajetych polach (mozna
ja przy tym odwrócic ,;na lewa strone"). Po wykonaniu ruchu gracz moze jeszcze (przed ruchem
przeciwnika) przeniesc jeden lub dwa kwadraty na dowolne z niezajetych pól. Przegrywa ten,
który nie moze wykonac ruchu. Czy gra jest zdeterminowana (a wiec czy istnieje strategia
zwycieska dla któregos z graczy, a moze strategia remisowa)?
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Szachownica i pionki
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W takiej pozycji zaczynamy gre Jesli kolej na "czarnego", to przegral


