
al + ... +an = Liman
lim n n-+oon-+oo

Jezeli np. T=N lub T = [0,1) to symbole limf(t) mamy juz okreslone w nastepujacy
sposób:
Gdy T = N to
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Nie trzeba uzasadniac znaczenia pojeciagranicy clagu\v'Analizie Matematycznej.
Pobiezny nawet przeglad definicji wystepujacych w tej dziedzinie matematyki
prowadzi do wniosku, ze u ich podstaw lezy pojecie granicy. W artykule tym
przedstawimy pewne uogólnienia tego pojecia. Moga one isc w dwu kierunkach.
Pierwszy z nich - to rozszerzenie pojecia zbieznosci na znacznie szersza klase
ciagów liczbowych. Mozna np. uznac, ze ciag(an);:'=l jest zbiezny w "szerszym
sensie" lub, ze ma uogólniona granice Liman wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
granica srednich arytmetycznych

a = limf(n) ~ /\ V /\ n ~ no ~ If(n)-al < c
N .>0 noeN neN

i latwo wówczas zauwazyc, ze:
l) kazdy ciag zbiezny je3t zbiezny w "szerszym sensie".
2) istnieja ciagi rozbiezne. ale zbiezne w "szerszym sensie" np. ciag
(O, 1, O, 1, O. 1, ... ).
Tego typu uogólnienia sa przedmiotem badan teorii zw::tnej Teoria Limesowalnosci
i nie beda rozwazane w tym artykule. Warto jednak zaznaczyc, ze piekna karte
w Teorii Limesowalnosci zapisali polscy matematycy, w szczególnosci
profesorowie Stanislaw Mazur, Wladyslaw Orlicz i ich uczniowie.
Drugi kierunek, w jakim moga isc uogólnienia, to przyporzadkowanie granicy
szerszym klasom funkcji. Ciag(an);:'= 1 jest, Jak Czytelnikom dobrze wiadomo,
funkcja

f:N~R,

gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych if(n) = an, n = 1, 2, ... Niech T bedzie
dowolnym zbiorem i niechf: T ~ R bedzie funkcja okreslona naT (T nazywac
bedziemy zbiorem indeksów). Spróbujemy zdefiniowac symbol

limf(t) .
T

Dlugie ciagi

--

(zwykla zbieznosc ciagu liczbowego).
Gdy T = [0,1) to

a = limf(t) ~ /\ V /\ t ~ to ~ If(t)-al < c.
[O,l) .>0 loe[O,I) le[O,l)

Oczywiscie w tym przypadku a jest granica lewostronna

a = lim f(t)
1-+1-0

Przygladajac sie tym obu definicjom stwierdzamy z latwoscia, ze ich wprowadzenie
bylo mozliwe dzieki temu. iz w zbiorzeT = N, jak i w zbiorze T = [0,1) jest
relacja porzadku :(.
Niech T bedzie zbiorem indeksów wyposazonym w relacje porzadku :( , tj.
w relacje dwuargumentowa x :( y spelniajaca nastepujacy uklad aksjomatów:

Teraz juz z latwoscia mozna zdefiniowac

l) Dla kazdego x, y E T albo x :( y albo y :( x.
2) jezeli x :( y i Y :( x, to y = x,
3) dla kazdego x E T zachodzi x :( x.
4) jezeli x :( y i Y :( z, to x :( z.

Rozwiazanie' zadania- M 287.. Oznaczajac
Xl = COS-l'L. Xz = co~t:z mamyze: wzorów
Viete'a

Xt;-x:z = -ula.x1xZ = cIa,

Yl = cos2/L = 2xI -1')':1= cos2tz = 2xi-l.
aponiewazxI+x1 = (XL+X2}2_2x1X2.
wiec

Y1 +Y2 = l«b}a)2 -Ze/a-l),
Y'Y2 = 4(c/a)2-I«b/a)2-Zc/a)+ I
i mozemy przyjac
A = a2,8= l(az+lac-bZ),

C = 4(c2+ac)-2b'+a2 = (lc+a):r-2bz.

(*) a = limf(t) = /\ V /\ to :( t ~ If(t)-al < c.
(T;.;) f>O toeT teT
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Praktyka Analizy Matematycznej wymaga okreslenia pojecialimf(t) dla zbioru
T

indeksów T, w którym nie ma struktury porzadku. W szczególnosci rozpatruje
sie zbiory T wyposazone w relacje dwuargumentowa ~ spelniajace tylko aksjomaty
2, 3, 4. Taka relacje nazywamy relacja czesciowego porzadku.
Spróbujmy powtórzyc definicje (*) dla zbioruT z czesciowym porzadkiem. Okazuje
sie, ze definicja taka nie bedzie poprawna. Najlepiej wyjasni to nastepujacy przyklad:

Niech T = [O, I). Podzielmy ten przedzial na dwie czesciTI = [O, ~)

i T2 = [~ ' l). Punkty przedzialów T] i T2 sa uporza~kowane w sposób'
naturalny, natomiast uznajmy, ze zaden punkt przedzialuT2 nie jest
porównywalny z zadnym punktem przedzialuTI i na odwrót. Oznaczmy taka
relacje przez <. Oczywiscie zbiór (T; <) jest czesciowo uporzadkowany. Ale
biorac np. funkcje }(t) = t stwierdzamy, ze zgodnie z definicja (*) mamy

lim f(t) = ~ ale takze lim f(t) = 1.
(T, -<l 2 (T, -<l

Struktura czesciowego porzadku nie zapewnia wiec nam jednoznacznosci granicy,
potrzebny jest jakis warunek dodatkowy. Mozna tego dokonac zadajac:

5) dla kazdego x, y E T istnieje takie z E T, ze x ~ z i y ~ z.
Zbiór (T, ~) z czesciowym porzadkiem ~ spelniajacym aksjomat (5) nazywamy
zbiorem skierowanym i (o czym moze sie Czytelnik z latwoscia przekonac) w tym
przypadku granica limf(t) jest wyznaczona jednoznacznie.

(T, •• )

v
Reasumujac:
Definicje (*) mozna stosowacw przypadku, gdy (T,~) jest zb'iorem skierowanym.
Przyklady:

I) Niech T bedzie zbiorem par liczb naturalnych, tj,T = N x N. Relacje
czesciowego porzadku wT zdefiniujemy w nastepujacy sposób

Oczywiscie (T, ~) jest zbiorem skierowanym. Funkcjef:N x N -+ R to inaczej
mówiac ciagi podwójne am,n, m, n= 1,2, H •• Od razu stwierdzamy, ze

a = lim am,n=-/\ V /\ m ~ mo i n ~ no ~ lam,n-al < e.
(T,';) .>0 (mo,no)(m,n)

W ten sposób definiujemy zbieznosc ciagów podwójnych(am,n)~,n=l'
W zbiorze T = N x N mozliwy jest tez inny czesciowy porzadek, a mianowicie

. m]+n1
(ml,n]) ~1(m2,n2)=-m2 = n2 I m2 ~

(T, ~]) jest takze zbiorem skierowanym oraz

m,n = 1,2, ...
n> m .

n ~ m

{Odiaam,n = (- I)n dla
Niech

Z powyzszego przykladu wynika, ze na tym samym zbiorzeT mozna otrzymac
rózne rodzaje zbieznosci róznie go "kierujac". Podstawowe znaczenie ma
w zwiazku z tym pytanie: kiedy takie dwa porzadki skierowane wyznaczaja te sama
zbieznosc? Odpowiedz na to pytanie wykracza poza ramy tego artykulu.

lim am,n= lim am,n'
(T,,.) (T,';,)

Twierdzenie odwrotne jest falszywe. Swiadczy o tym nastepujacy przyklad:

Zatem w tym przypadku "zbieznosc" ciagu podwójnego(am,n)~,n=I oznacza
po prostu zwykla zbieznosc ciagu przekatniowego(an,n)~=I .
Widac dalej, ze jezeli ciag podwójny (am,n)~,n=l jest zbiezny w sensie(T, ~),
to jest zbiezny w sensie(T, ~]) oraz obie granice sa równe .

.f., Oczywiscie lim am,n= O. zas lim am.n nie istnieje (dlaczego?),
(T,'; tl (T, .;)

Rozw....,.me zadania M 288. PunktyB, C, D
Ieza na okregu o srodkuw A i promieniu p.
którego srednica jestBB' = 2q. Mamy

B'D = BC = q i i: BDB' = n/2, stad
BO = ./4pl_qi.



Dla Do mamy

l) lim f(LI') istnieje,
(D"c)

00

jest n-ta suma czesciowa szeregu(2:: an) i odpowiedz brzmi nastepujaco:
n=1

Okreslilismy wiec funkcje f: Do ....•R i f: D l -+ R.
Postawmy pytanie: kiedy istnieja granice uogólnione

lim f(LI').
(D" c)

lim f(LI);
(Do. c)

( _l)n+l
pod uwage szereg zbiezny o wyrazachan = ---- n
tym przypadku

Wezmy teraz

Oczywiscie w

00

2) a = 2:: ano
n=1

Llo jest zbiorem skonczonym. Oznaczmy przezno najwieksza liczbe naturalna
nalezaca do LIo. W6wczas dla kazdegon ~ no mamy LI~ ~ LIo .
A wiec otrzymalismy, ze

a = lim f(LI) ~ 1\ V 1\Llo c LI ~ If(LI)-al < e.
(Do. c) .>0 .docDo .deDo

00

Granica lim f(LI') istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy szereg (2:: an) jest zbiezny
(Dl. c) n=1

00

i wówczas lim f(LI') = 2:: ano
(D" c) n=1

f(LI) = L a, (jest to suma skonczona).
ie.d

n

Rozpatrzmy najpierw zbiór Dl' Jezeli LI'= LI~, tof(LI~) = 2:: a" a wiecf(LI~)I-I

II) Oznaczmy przez Do rodzine wszystkich podzbiorów skonczonych zlozonych
z liczb naturalnych:
Do = {LI c N; LI jest zbiorem skonczonym}.
Bedziemy tez rozpatrywac zbiór Dl wszystkich przedzialów calkowitoliczbowych
[1,2,3, ... ,n], tj.
Dl = {LI = LIn C N; LIn = [l,n],n = 1,2, ... },
gdzie [l,n] = {kEN; 1 ~ k ~ n}, n = 1,2 •....
Oczywiscie zbiory Do i Dl sa zbiorami czesciowo uporzadkowanymi przez
relacje zawierania c. Sa takze zbiorami skierowanymi.
Niech (an);:'=l bedzie ustalonym ciagiem liczbowym. Dla kazdego LIE Do lub
LI' E Dl oznaczmy
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lim f(LI') = ~ (_1)n+1(Dl. C) ~ = ln2n=1 n .

Przypuscmy, ze istnieje granica limf(LI). Musi byc ona równa ln2.
(Qo.c)

Istnieje wiec takie LloE Do, ze dla kazdego LI ~ Llo

If(LI)-ln21 < l lub If(LI) I < 1 +ln2.

Rozwiazanie zadania M 286.

Jezeli dwa hetmany stojaw tym samym rzedzie
poziomym albo pionowym, to nie mozew nim

stac trzeci hetman. Jezeli dwa hetmany stoja
na tcj samej linii ukosnej, tow zadnym

z czterech odpowiadajacych rzedów nie moze

byc trzeciego hetmana. Rzedów jest 16, wiec
hetmanów spelniajClcych warunki zadania

moze byc co najwyzej 16/3 par, czyli 10.

Przykladowe ustawienie: a5, b2,eS, dl, d3,
e6, e8, f4. g5. h4.

Niech

LIn = Llou {2no+ l; 2(no+ 1)+ l; ... 2(no+n)+ l},

oczywiscie LIn ~ Llo, wiec If(Lln) I < 1 +ln2.
Ale

n

f(Lln) = f(Llo) +L l
i=O

10



Zatem dla kazdegon = 1, 2, ... mielibysmy

00

Niech (L an) bedzie szeregiem liczbowym. Oznaczmyn=l

00

Wówczas(L an) jest zbiezny, ale nie bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy
1'=1

00

lim 1(,1) istnieje == L lani < + 00.
(no. c) n=l

,1" = {n: an < O}.,1' = {n: an ?: O},

Otrzymalismy w ten sposób bardzo ciekawa charakteryzacje szeregów bezwzglednie
zbieznych.
Modyfikujac nieco metode zastosowana powyzej Czytelnik z latwoscia udowodni
powyzsze twierdzenie, tym bardziej ze Autor na zakonczenie podpowie mu
nastepujacy fakt:

n

L '''1/ __ ,l~\ , 1 ~ 1+ln2+ 1/(,10)1,
i=O

a to jest niemozliwe, czyli lim1(,1) nie istnieje!
(no. c)

Mozna wykazac i nie jest to trudne, ze
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Lan = +00,
ne.d'

Zadania, których nie umiemy rozwiazac (II)

Przypominamy, ze w tym kaciku zamieszczamy zadania z geometrii, których nie umiemy rozwiazac,
oraz nadeslane przez Czytelników rozwiazania. Zamieszczamy takze nadsylane przez
Czytelników zadania z geometrii, których Czytelnicy nasi nie umieja rozwiazac, o ile i my nie
umiemy sobie z nimi poradzic.

Proponowanego dzisiaj zadania nie tylko nie umiemy rozwiazac, ale nawet nie umiemy
dokladnie sprecyzowac.

Wezmy na poczatek dowolny, ostrokatny troJkat LIABC. Niech a, b, c beda symetralnymi jego
boków, a punkty Al, BI' CI srodkami tych boków (rys. 1). Wtedy prostea, b, c sa wysokosciami
w trójkacie LIAIBI CI' Jest to wystarczajaco oczywiste, by nie przytaczac tu dowodu. Niech punkty
Az, Bz, Cz beda spodkami wysokosci w trójkacie LIAIBI CI' Wtedy z kolei prostea, b, c sa
dwusiecznymi katów wewnetrznych w trójkacie LIAzBzCz (rys. 2). Nietrudny dowód tego
faktu opiera sie na tym, ze na kazdym z czworokatówCIAzC2AI i CIB2C2BI mozna opisac
okrag. W podobny sposób tworzymy trójkaty LIAnBnCn dla n = 3, ... (rys. 3). I tu chcielismy
postawic to niezbyt precyzyjne pytanie: czy mozna cos ciekawego powiedziec o roli prostych
a, b, c w trójkatach LIAnBn Cn? Niekoniecznie zreszta wszystkich. Czekamy na propozycje.

PROOF
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