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Rozwiazanie zadania M 299. JezeliABC jest
szukanym trójkatem. to obracajac B wokól

A o kat <: BAC = <: B\oAoCo
do polozenia B' zauwazymy. ze C jest
obrazem B' przy jednokladnosci o srodku A
i stosunku

AC AC _ AoCo
AB' = Ali - AoBo

Wynika stad, ze C jest punktem wspólnym

prostej q i prostej p' powstalej z p przez
wykonanie opisanego wyzej obrotu

i jednokladnosci. Znalezienie B nie

przedstawia juz trudnosci. Widac ponadto,
ze jezeli katy miedzy p i q sa <ózne od

l: BoAoCo• to zadanie ma dwa rozwiazania
odpowiadajace dwu róznym kierunkom

obrotu B. w przeciwnym razie moze istniec

O, l lub nieskonczenie wiele rozwiazan.

Mówimy, ze gracz B bije gracza A, jezeli czesciej z nim wygrywa niz przegrywa. Wsród graczy,
np. szachistów znane jest nastepujace zjawisko: gracz B bije gracza A, gracz C bije gracza B
i gracz A bije gracza C.

Zjawisko to mOZna sformalizowac nastepujaco: forma kazdego gracza jest zmienna losowa,
a wygrywa gracz, który w danej próbie ma wyzsza forme. Oznaczmy przezX, Y, Z odpowiednio

formy graczy A, B, C. Z opisu zjawiska wynika, ze moze bycP(Y > X) > 1/2, P(Z > Y) > 1/2,
P(X> Z) > 1/2.

Rozgrywki szachowe maja na celu liniowe uporzadkowanie graczy. Ich formy, a wiec
odpowiednie zmienne losowe mozemy uporzadkowac mówiac, ze zmienna losowaY "jest
wieksza" od zmiennej losowej X,jezeliP(Y > X) > 1/2. Niestety okazuje sie, ze ta relacja nie

- jest przechodnia. Fakt ten nosi nazwe paradoksu trzech zmiennych losowych Steinhausa
i Trybuly (zob. S. Trybula, On the Paradox of Three Random VariabIes,Zastosowania
Matematyki, V (1961), str. 321-332). ,/

Istnienie paradoksu wyjasnia nastepujacy przyklad. Niech zmienna losowaX przyjmuje wartosc
I albo 4 zlrozkladem prawdopodobienstwaP(X = I) = p, P(X = 4) = l-p, niech zmienna
losowa Y przyjmuje wartosc 2 czyliP(Y = 2) = I, zas zmienna losowaZ - wartosc O albo 3
z rozkladem prawdopodobienstwaP(Z = O) = l-p, P(Z = 3) = p. Przy zalozeniu, ze zmienne
losowe X, Y, Z sa niezalezne,O < p < 1, obliczamy

P(Y> X) = P(Y = 2, X = I) = P(Y = 2)P(X = 1) = p,

P(Z> Y) = P(Z = 3, Y = 2) = P(Z = 3)P(Y = 2) = p,

P(X> Z) = P(X = 1, Z = O)+P(X = 4, Z = O)+P(X = 4, Z = 3) =

= P(X = I)P(Z = 0)+ P(X = 4)P(Z = O)+P(X = 4)P(Z = 3) = l_pl.

, 1 _ '
Jezeli teraz przyjmiemy,zep = - (y5-I) = 0,618 ... , to po prawej stronie mamy zawsze te

2 .

sama wartosc 0,618 ... , a wiec mamy paradoks.

Traktujac zadanie bardziej ogólnie mozemy zapytac, dla jakich trójek liczb tzeczy.wistycha, b, c

istnieja takie niezalezne :z:miennelosoweX, Y, Z, ze P(Y > X) = a, P(Z > Y) = b,
P(X > Z) = c ..Odpowiedz jest nastepujaca: Oznaczmy

l ( l-a l-b)

max l-ab, --, ._- gdya+b > I,
cx(a, b) =" ,b a _

I gdya+b ~ 1,

przy czym O ~ a ~ 1, O ~ b ~ l. Trójka X, Y, Z niezaleznych zmiennych losowych spelnia
warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy

l-cx(l-a"l-b) ~ c ~ cx(a, b).

W szczególnosci, jezelia = b = c, to

3- yS yS-l
-2- ~c~ --2- =0,618 ...

Fakt ten wzmacnia poprzednio rozwazany przyklad. Okazuje sie bowiem, ze dopuszczajac
zmienne losowe o dowolnym zbiorze wartosci nie mozna paradoksu uczynic bardziej
wyrazistym.

Zalozenie niezaleznosci formy poszczególnych szachistów we wzajemnych próbach jest pewna
idealizacja rzeczywistosci, mozliwa do przyjecia. Istnieja jednak sytuacje, w których niezaleznosci
nie ma i wówczas paradoksalnosc sytuacji moze byc wyrazniejsza. Przypuscmy, ze zebranie ma
podjac pewna uchwale wybierajac sposród trzech jej projektów A, B, C, biorac pod rozwage
pary projektów i wybierajac wiekszoscia glosów "lepszy" z kazdej pary. Kazdy projekt ma pewna
wartosc preferencyjna okreslona na zbiorze zebranych. Oznaczmy przez A< B to, ze wyborca
przedklada projekt B nad A. Przy trzech projektach mozliWYjest podzial zgromadzenia na szesc
frakcji; przypuscmy, ze ujawnia sie jedynie trzy frakcje

1/3 zgromadzenia uznaje A< B < C,
1/3 zgromadzenia uznaje B< C < A,
1/3 zgromadzenia uznaje C< A < B.

Nietrudno spostrzec, ze zebrani wiekszoscia 2/3 glosów wybiora projekt B sposród A, B,
projekt C sposród B, C i projekt A sposród C, A.

15


