
Parabola, gwiazdki i bilard

l. W artykule na stronach6 i 7 autor "ni~ zacheca" do rachunkowego wykazania, ze wszystkie
okregi opisane na trójkatach utworzonych przez trzy styczne do paraboli przechodza przez

hut ~ _~ ~ ~ej ognisko. A oto te rachunki.
Wszystkie parabole sa podobne, a nasze zadanie nalezy do geometrii podobienstw. Mozemy
wiec rozpatrzyc pewna szczególna parabole, np.2y = Xl, której ogniskiem jest punktP = (0,1)
(rys. 1 artykulu "Latwe zadanie o paraboli"). Styczne w punktach o rzednycha, b, c maja

Xl

wspólczynniki kierunkowe równe wartosciom pochodnej funkcjiy = -, czyli a, b, c.
2

al bl CI
Równaniami tych stycznych sa zatem odpowiednioy = ax- -, y = bx- -, y = cX--.2 2 2
Punkty przecieciaA, B, C tych stycznych wyznaczamy z latwego ukladu równan i wychodzi

A=(~~) B=(~~) C=(~ ~) ..2'2' 2'2' 2'2

Szukamy okregu przechodzacego przez te punkty; poszukajmy jego równania:

(X_p)l+(y_q)l = rl.
Podstawiamy zax, y kolejno wspólrzedne punktówA, B, C:

(a+b)l albl
-- -(a+b)p+pl+ -- -abq+ql-rl = O

2 \ 4

( b+C)1 bICI-2- -(b+C)p+pl+ ~4- -bcq+ql-rl = O

( a+C)1 alCI
-- -(a+c)p+pl+ -- -acq+ql-r1 = O.

2 4 .

Odejmujemy np. drugie i trzecie równanie od pierwszego

(a+b)l-(b+c)l a1bl_b1c1
-------(a-c)p+· -(ab-bc)q = O

4 4

(a+b)l-(a+c)l - a1bl_a1c1
(b-c)p+ -----(ab-ac)q = O,

skad po zrozumialych rachunkach obliczamy w koncup i q, a z ktoregokolwiek z poprzednich
trzech równan bez trudu wyznaczamyr. W wyniku tych obliczen okazuje sie, ze równaniem

poszukiwanego okregu jest

-
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+alcl+alblcl +1).

Jak wykazac, ze kazdy z tych okregów przechodzi przez ogniskoP = (O, I) naszej paraboli?
A oto zadanie, którego nie umiemy rozwiazac: dla pewnej krzywej C (gladkiej, ograniczajacej
obszar wypukly) wszys,tkie okregi opisane na trójkatach utworzonych przez trzy styczne do niej

przechodza przez pewi~nwspólny punkt. Czy krzywa C jest parabola?

1. Rachunki nie byly bardzo uciazliwe, choc trudno by bylo przekonac kogokolwiek, ze to
lepszy dowód rozwazanego twierazenia o paraboli. Wiecej nadziei mozna by wiazac z szybkimi
obliczeniami za pomoca liczb zespolonych; przepisujemy je ze zbioru zadan zAmerican
MalhemalicalMonlhly(wyd. New York 1957, przeklad rosyjski Moskwa 1977; zad. 85).
Pominiemy kilka latwych do sprawdzenia szczególów.
Pierwszy z nich to zespolone przedstawienie paraboli. Jezeli liczba zespolonaI "biega" po

okregu III =;= l, to punkt z = 1/(1-1)1opisuje parabole o ognisku z= O. Przedstawienie
parametryczne stycznej do niejZl = z(/1) to

z = 1/(1-/1)(1-/)

i dwie styczne, przechodzace przez punktyZl = z(/1) i Zl = z(/1) przecinaja sie wZ12 =
= 1/(1-/1)(1-11), Jesli uswiadomimy sobie, ze z=1' consljest przedstawieniem parametrycznym

okregu, to natychmiast napiszemy przedstawienie parametryczne okregu przechodzacego przez
Z12, Z23 i Z31

l-I
z=

(1-/1)(1-/1)(1-/3)

a ten okrag przechodzi (podstawicI = I) przez ogniskoz = O, koniec rachunków. Mozemy,
kontynuujac je, otrzymac np. Wnioski l i 2 z artykulu "Latwe zadanie o paraboli" .

.1·4



K 3. Zamienmy na rysunkach w naszym wyjsciowym zadaniu parabole na inna stozkowa - okrag.
To znaczy: poprowadzmy trzy proste styczne do okregu (innymi slowy: opiszmy trójkat na
okregu). Przez punkty przeciecia tych prostych przeprowadzmy nowy okrag (tzn. opiszmy okrag
na trójkacie opisanym na wyjsciowym okregu. rys. l). Oto kilka zadan. jakie podpowiada taka
konfiguracja:
r Dany jest okragk. Jakie ciekawe wlasnosci ma zbiór okregów opisanych na trójkatach
opisanych nak?
2° Dane sa dwa okregik i K: Kiedy znajdzie sie trójkat wpisany wK. a opisany nak?

Rys. r Jezeli R i r oznaczaja odpowiednio promienie kola opisanego na trójkacieT i wpisanego wen.
to - jak wiadomo - odleglosc ich srodków jest równad= VR2- 2Rr; stad mozna wyprowadzic
kompletna odpowiedz na pytanie 2°. Mozemy tez podac inny. "dynamiczny" dostateczny
i konieczny warunek. Z dowolnego punktuA E K poprowadzmy styczna dok. przez punkt

przeciecia tej stycznej zK nastepna styczna dok i jeszcze jedna (rys. 2). Jezeli trzecia styczna
trafi z powrotem naA. to dobrze. trójkat znaleziony. A jesli nie?'Wziac inny punkt i próbowac?
Na pewno tez nic nie wyjdzie:

Rys. 2
c'

Kazdy punkt okregu K opis~ego na trójkacie T jest wierzcholkiem pewnego trójkata wpisanego w K.
a opisanego na okregu k wpisanym w T;mozna to wykazac samodzielnie lub zajrzec do
ksiazeczki Tadeusza Iwanca "Geometria okregów i sfer"(Biblioteczka Delty. M3. WSiP. 1980 r .•
zad. 32 na str. 37).

4. Co bedzie. gdy opisana wlasnie procedura nie da trójkata; trzecia styczna nie trafi z powrotem
- w punkt wYjsciowy? Moze wyjsc czworokat i oto rysunek 3 sugeruje nastepne zagadnienia

3° Kiedy na czworokacie mozna opisac i wpisac okrag?
4° Czy przy innym punkcie wyjsciowym równiez dostaniemy czworokat (rys. 4)?

A gdy przez kolejne prowadzenie stycznych nie powstanie czworokat? Spójrzmy na rysunek 5.
Sa na nim dwa okregi nie polozone w zaden sPecjalnie szczególny sposób. Z punktuA

zewnetrznego okregu prowadzimy styczna do wewnetrznego. z punktuB przeciecia tej stycznej
z okregiem zewnetrznym nastepna styczna itd. Powstaje estetyczna. choc nierównoramienna
gwiazda AB9DEFGHIJKLMN. Jak przewidziec. znajac tylko wzajemne polozenie okregów.
jaka gwiazdke otrzymamy? Gdy okregi sa wspólsrodkowe. odpowiedz jest prosta: gwiazda bedzie
n-ramienna. jezeli stosunek promieni wynosi

Rys. 4Rys. 3

L

Rys. S

r 1I:m
- = cos --, gdzie m,n - calkowite
R n

i ulamek mln nieskracalny.

6

Ry •• 6

A gdzie zapowiedziany w tytule bilard? Nasze gwiazdki (takie jak na rys. 5) wygladaja jak tory
kul odbijajacych sie od brzegów kolistego bilardu. ale oczywiscie takimi torami nie sa -
z wyjatkiem przypadku, gdy okregi sa wspólsrodkowe. Bilard kolisty widzimy na rys. 6.
Zaznaczone kolorem punkty l •.... , 9 tworza trajektorie okresowa dla obrotu (dkregu) okreslonego

8
wzorem ot -> ot+ -11:: Nie jest ona przyciagajaca.

- 9

Na tym samym rysunku widzimy, ze przy rysowaniu gwiazdek maly blad na poczatku kumuluje

sie szybko (por. uwage w pierwszej czes~i artykulu Pawla Góry). Ciekawe wlasnosci innych
bilardów. np. eliptycznego. mozna znalezc w "Kalejdoskopie matematycznym" Hugona
Steinhausa.
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