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Na ogól wiadomo, jak wykorzystuje sie do zadan konstrukcyjnych podobienstwa (wsród nich

izometrie). Malo okazji ma natomiast uczen szkoly sredniej, by przy rozwiazywaniu tego typu
zadan posluzyc sie inwersja wzgledem okregu lub powinowactwem osiowym. A interesujace to
przeksztalcenia chocby dlatego, ze zmieniaja ksztalt figury.
Dolaczenie' do plaszczyzny euklidesowej jeszcze jednego punktu, który nalezy do kazdej prostej,
sprawia, ze niektóre okregi przechodza przy inwersji na proste. Dobierajac odpowiednio
przeksztalcenie (przyjmujac ten a nie inny okrag inwersji) potrafimy sprowadzic zadanie do
latwiejszego: zamiast na okregach dzialamy na prostych.

Powinowactwo osiowe pozwala na cos wiecej: na wykonywanie konstrukcji zwiazanychz figura,
której w ogóle nie potrafimy narysowac -(uzywajac jedynie cyrkla i linijki). Mam na mysli'elipse.
Umiemy wprawdzie - jak sie to mówi - zadac jednoznacznie elipse np. przez wykreslenie dwóch
jej srednic sprzezonych (dwa odcinki dzielone przez punkt przeciecia na polowy) - umozliwia to
znalezienie (konstrukcyjnie!) dowolnie wielu punktów elipsy - ale uzyskuje 'sie w ten sposób
izolowane punkty przypadkowe, nieprzydatne nawet w naj prostszym zadaniu, gdy szukamy
punktów wspólnych elipsy i prostej.

A jesli skorzystamy z powinowactwa osiowego? Popatrzmy ... Niech srednice sprzezoneab i cd
elipsy przecinaja sie w punkciep (rys. 1). Zbudujemy naac - jako na przeciwprostokatnej-
równoramienny trójkat prostokatnyacp'i z punktu p' zakreslamy okrag promieniemap'. Jesli za
os powinowactwa przyjmiemy prostaK przechodzaca przeza i c, zas punkt p' za obraz punktup

przy tym powinowactwie, to okreslqne tak przeksztalcenie przeprowadza zadana ~choc nie
narysowana) elipse na wykreslony okrag. Aby znalezc punktyx, y przeciecia elipsy jakas prostaL,
wystarczy wykreslic L' (obraz prostej L przy skonstruowanym powinowactwie) i odszukac (naL)
przeciwobrazy punktówx', 'y' przeciecia L' z okregiem. Na rysunku I dokonano tego prowadzac
przez x', y' proste równolegle dopp" (a wiec proste nalezace do kierunku powinowactwa).

Krótko mówiac --,--na tym, ze zamiast operowac zadanymi figurami poslugujemy sie ich obrazami,

co - przy odpowiednim doborze przeksztalcenia - znacznie upraszcza rozwiazanie.

No, dobrze - powie mi uczen klasy III - z elipsa sie udalo, bo to krzywa ograniczona. A ja znam
jeszcze dwie inne stozkowe: parabole i hiperbole; obie "ciagna sie bez konca", Parabola w jednym
kierunku (w kierunku swej osi), hiperbola nawet w dwóch (kierunkach jej asymptot). Czy dla
nich istnieje przeksztalcenie, które umozliwia podobne konstrukcje?

Przeksztalcenia geometryczne stanowia pokazna czesc materialu programowego geometrii w szkole
sredniej. I slusznie. Przydatne sa bowiem do rozwiazywania wielu zadan. Zwykle ulatwiaja
rozwiazanie, niekiedy czynia je bardziej ... eleganckim, a czesto pozwalaja je znalezc tam, gdzie
inne metody zawodza lub zmuszaja nas do uciazliwego rachowania. Szczególnie efektowne jest
rozwiazywanie zadan konstrukcyjnych metoda przeksztalcen geometrycznych.

Na czym ta metoda polega?

Kolineacja osiowa w zadaniach
konstrukcyjnych
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Rys.

Owszem, istnieje. Nosi nazwe kolineacji osiowej i dziala podobnie jak powinowactwo osiowe. Zeby
je zastosowac, musimy jednak uzupelnic nasza plaszczyzne euklidesowa tak, by i te "najdalsze"
punkty paraboli lub hiperboli (zwane zwykle punktami "w nieskonczonosci" lub punktami
"niewlasciwymi") mogly byc wykorzystane do konstrukcji.

Rys. 2

Sposób tego uzupelnienia przedstawia rysunek 2. Widzimy tam prostaK i punkt s poza nia.
Laczymy kazdY punkt prostejK z punktem s i otrzymujemy pek prostych o wierzcholkus. Czy
istotnie pek? Nie. Brak w nim jednej prostej: prostejL, równoleglej do K. Umówmy sie, ze prosta
L równiez laczy punkt s z pewnym punktem na prostejK (takim "w nieskonczonosci"), z jej -
jak powiemy - punktem niewlasciwym. Wspólny punkt niewlasciwy dwóch prostych równoleglych
oznacza sie tak, jak zaznaczony je6t punkt gro na rysunku 2.
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Rys. 3
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Na tak wzbogaconej plaszczyznie (zwanej plaszczyzna rzutowa) kazde dwie proste przecinaja
sie, parabola i hiperbola staja sie krzywymi zamknietymi, ale ... nie wnikajmy az w takie
szczególy. Przetlumaczmy nasze zdanie odnoszace sie do plaszczyzny rzutowej na jezyk zwyklej
plaszczyzny: "Polaczyc punkts z punktem niewlasciwym jakiejs prostejL" oznacza
"poprowadzic przezs prosta równolegla doL".

Okresle teraz kolineacje osiowa plaszczyzny rzutowej. Niech bedzie d'ana prostaK (os kolineacji)

i punkt s (srodek kolineacji) poza nia. Przyjmijmy jeszcze dwa punktya, a' takie, zes lezy na
prostej aa' (a '# s '# a' i a rt K i a' rt K).

Polozenie x' - obrazu punktu x plaszczyzny - okreslone jest dwoma warunkami:

l) Punkty s, x, x' maja byc wspólliniowe;

2) Kazda prosta (np.ax) i jej obraz (a'x') przecinaja sie na prostejK.

Rys.4

Spójrzmy na rysunek 3. Pokazano tam przede WS7.ys.tkim,jak znalezc obraz zadanego punktux.
Punktu x' szukamy na prostejsx (bo s, x, x' maja byc wspólliniowe) i jednoczesnie na prostej

ba' (gdzie b jest punktem, w ktÓrym prostaax przecina o~ kolineacji).

Ale to nie wszystko. Polaczmy punkts z punktem niewlasciwym (CCO) prostej ax (czyli

wykreslamy przezs równolegla do ax). Jako obraz punktu niewlasciwego otrzymamy ... punkt
c'. I to nie przypadek. Latwo sprawdzic, ze obrazemdowolnego punktu niewlasciwego (prócz
dco na K) jest tu punkt wlasciwy. 'Malo tego. Obrazy wszystkich punktów niewlasciwych plaszczyzny
leza na jednej prostej (zwanej prosta graniczna), równoleglej do osiK.

Teraz juz chyba latwo ,90strzec, ze kolineacja osiowamozr przeprowadzic dowolna stozkowa
na elipse (wszystkie punkty wlasciwe), a nawet na okrag. Dokonajmy tego np. dla paraboli
zadanej równaniemx2 -4y = O. Wierzcholll-iem tej paraboli jestp(O, O), jej osia os Y ukladu
wspólrzednych, a skoro dlax = 2 jest y = I, to punkt a(2, l) nalezy do tej paraboli. I to nam
wystarczy.

Przyjmijmy okrag O o srodkuq styczny do osiX jako ten, na który ma przejsc parabola (rys. 4).
Os X niech bedzie osia kolineacji, a prosta G równolegla doX i styczna do O - prosta
graniczna· ObrazempunktubCO paraboli jest tu punktb' na G. Znajdzmy jeszcze obraz punktua:
polaczmy a z b linia prosta (czyli poprowadzmy przeza równolegla do Y) przecinajaca osX
w punkcie c;cb' przecina okrag w szukanym punkciea'. Srodek kolineacji uzyskamy jako punkt
s przeciecia prostychbcob' i aa'.

**
Gdyby nam teraz polecono znalezc punkty wspólne paraboli zadanej (ale nie narysowanej; bo jak?)
z jakas prosta, znalezlibysmy obraz prostej przy tej \kolineacji osiowej, wykonalibysmy
konstrukcje na okregu i prostej i ... wrócilibysmy na "prosta i parabole. Na rysunku 4

rozwiazalem konstrukcyjnie inne zadanie: Przez dany punkta 'poprowadzic do naszej paraboli
styczlla. ,Gdy ma sie juz skonstruowany okrag, bedacy ,obrazem paraboli przy Okreslonej kolineacji,
rozwiazanie sprowadza sie do wykresleniaL' stycznej do okregu w punkciea' (obraz punktu a)
i znalezienia jej przeciwobrazu -L.**~t
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W, starym belgijskim czasopismie "Math-Jeunes"
znalezlismy jeszcze jednego protoplaste kostki Rubika.
W prostokacie 4 x 5 jest 10 zetonów ulozonych jak na
rysunku z lewej. Celem gry jest przemieszczenie duzego
kwadratu 2 x 2 w polozenie jak na rysunku z prawej,
przez przesuwanie prostokatnych zetonów poziomo
i pionowo. Wedlug "Math-Jeunes" wymaga to
ponad 100 posuniec.

Mozna oczywiscie wybrac sobie inne docelowe polozenie
kolorowego kwadratu. Czy kazde?

A oto bardziej skomplikowane pytanie. Czy mozna

w naszej ukladance przestawic dowolne dwa np.
kwadraciki 1 x 1 (albo: dwa dolne poziome
prostokaty) nie zmieniajac polozenia pozostalych
klocków? Nie wiemy.
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