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Przeksztalcenia geometryczne stanowia pokazna czes¢ materialu programowego geometrii w szkole
sredniej. I stusznie. Przydatne sa bowiem do rozwigzywania wielu zadan. Zwykle ulatwiaja
rozwiazanie, niekiedy czynia je bardziej ... eleganckim, a czgsto pozwalaja je znalezé tam, gdzie
inne metody zawodza lub zmuszaja nas do uciazliwego rachowania. Szczegolnie efektowne jest
rozwigzywanie zadan konstrukcyjnych metoda przeksztalcen geometrycznych.

Na czym ta metoda polega?‘

Krotko mowiac — na tym, ze zamiast operowac zadanymi figurami poslugujemy sie ich obrazami,
co — przy odpowiednim doborze przeksztalcenia — znacznie upraszcza rozwiazanie.

Na ogol wiadomo, jak wykorzystuje sie do zadan konstrukcyjnych podobienstwa (wsrdéd nich
izometrie). Malo okazji ma natomiast uczen szkoly $redniej, by przy rozwiazywaniu tego typu
zadan posluzy¢ si¢ inwersja wzglgdem okregu lub powinowactwem osiowym. A interesujace to
przeksztalcenia chocby dlatego, ze zmieniaja ksztalt figury.

Dolaczenie do plaszczyzny euklidesowej jeszeze jednego punktu, ktory nalezy do kazdej prostej,
sprawia, ze niektore okregi przechodza przy inwersji na proste. Dobierajac odpowiednio
przeksztalcenie (przyjmujgc ten a nie inny okrag inwersji) potrafimy sprowadzi¢ zadanie do
jatwiejszego: zamiast na okregach dzialamy na prostych.

Powinowactwo osiowe pozwala na co$ wigcej: na wykonywanie konstrukeji zwiazanych z figura,
ktorej w ogole nie potrafimy narysowac (uzywajac jedynie cyrkla i linijki). Mam na mysli‘elipse.
Umiemy wprawdzie — jak si¢ to mowi — zadaé jednoznacznie elipse np. przez wykreslenie dwoch
jej srednic sprzezonych (dwa odcinki dzielone przez punkt przeciecia na polowy) — umozliwia to
znalezienie (konstrukeyjnie!) dowolnie wielu punktow elipsy — ale uzyskuje sig w ten sposob
izolowane punkty przypadkowe, nieprzydatne nawet w najprostszym zadaniu, gdy szukamy
punktow wspoélnych elipsy i prostej.

A jesli skorzystamy z powinowactwa osiowego? Popatrzmy ... Niech érednice sprzezone ab i cd
elipsy przecinaja sig¢ w punkcie p (rys. 1). Zbudujemy na ac — jako na przeciwprostokgtnej —
rownoramienny trojkat prostokatny acp’i z punktu p’ zakre$lamy okrag promieniem ap’. Jesli za
o§ powinowactwa przyjmiemy prosta K przechodzacg przez a i ¢, za$ punkt p’ za obraz punktu p
przy tym powinowactwie, to okreslone tak przeksztaicenie przeprowadza zadana (choc¢ nie
narysowana) elipse na wykreslony okrag. Aby znaleZ¢ punkty x, y przecigcia elipsy jakas prosta L,
wystarczy wykreslic L’ (obraz prostej L przy skonstruowanym powinowactwie) i odszuka¢ (na L)
przeciwobrazy punktow x’, y’ przeciecia L’ z okregiem. Na rysunku | dokonano tego prowadzac
nrzez x', ¥’ proste rownolegle do pp’ (a wiec proste nalezace do kierunku powinowactwa).

No, dobrze — powie mi uczen klasy 111 — z elipsa si¢ udalo, bo to krzywa ograniczona. A ja znam
jeszcze dwie inne stozkowe: parabole i hiperbole; obie ,,ciggng si¢ bez konca”. Parabola w jednym
kierunku (w kierunku swej osi), hiperbola nawet w dwdch (kierunkach jej asymptot). Czy dla
nich istnieje przeksztalcenie, ktére umozliwia podobne konstrukcje?

Owszem, istnicje. Nosi nazwg kolineacji osiowej i dziata podobnie jak powinowactwo osiowe. Zeby
je zastosowaé, musimy jednak uzupeini¢ nasza plaszczyzng euklidesowa tak, by i te ,,najdalsze”
punkty paraboli lub hiperboli (zwane zwykle punktami ,,w nieskonczonosci”” lub punktami
,.niewlasciwymi”) mogly by¢ wvkorzystane do konstrukgji.

Vil s

Sposob tego uzupelnienia przedstawia rysunek 2. Widzimy tam prosta K i punkt s poza nia.
Laczymy kaidy punkt prostej K z punktem s i otrzymujemy pek prostych o wierzcholku s. Czy
istotnie pek? Nie. Brak w nim jednej prostej: prostej L, rownoleglej do K. Umowmy sig, Ze prosta
L rowniez laczy punkt s z pewnym punktem na prostej K (takim ,,w nieskonczonosici™), z jej —
jak powiemy — punktem niewlasciwym. Wspolny punkt niewlasciwy dwoch prostych rownoleglych
oznacza sig tak, jak zaznaczony jest punkt g na rysunku 2.

a



Rys. 3

Na tak wzbogaconej plaszczyinie (zwanej plaszezyzng rzutowa) kazde dwie proste przecinaja
sig, parabola i hiperbola staja si¢ krzywymi zamknigtymi, ale ... nie wnikajmy az w takie
szczegoly. Przettumaczmy nasze zdanie odnoszace sie do plaszczyzny rzutowej na jezyk zwyklej
plaszczyzny: ,,Polaczy¢ punkt s z punktem niewlasciwym jakiej§ prostej L' oznacza
,»poprowadzi¢ przez s prosta rownoleglg do L,

Okreslg teraz kolineacj¢ osiowa plaszezyzny rzutowej. Niech bedzie dana prosta K (0§ kolineacji)
i punkt s ($rodek kolineacji) poza nia. Przyjmijmy jeszcze dwa punkty a, @’ takie, ze s lezy na
prostej aa” (a# s# a i a¢ Kia ¢€K)

Polozenie x' — obrazu punktu x plaszczyzny — okreslone jest dwoma warunkami:

1) Punkty s, x, x* maja by¢ wspélliniowe;
2) Kazda prosta (np. ax) i jej obraz (a'x’) przecinaja si¢ na prostej K.

Spojrzmy na rysunek 3. Pokazano tam przede wszystkim, jak znalez¢ obraz zadanego punktu x,
Punktu x* szukamy na prostej sx (bo s, x, x* maja by¢ wspotliniowe) i jednoczesnie na prostej
ba' (gdzie b jest punktem, w ktorym prosta ax przecina of kolineacji).

Ale to nie wszystko. Polgczmy punkt s z punktem niewlasciwym (¢™) prostej ax (czyli
wykreslamy przez s rownolegla do ax). Jako obraz punktu niewlasciwego otrzymamy ... punkt
¢’. I to nie przypadek. Latwo sprawdzi¢, Ze obrazem dowolnego punktu niewlasciwego (procz
d* na K) jest tu punkt wlasciwy. Malo tego. Obrazy wszystkich punktéw niewlasciwych plaszczyzny
leza na jednej prostej (zwanej prosta graniczng), rownoleglej do osi K.

Teraz juz chyba latwo dostrzec, ze kolineacja osiowa moze przeprowadzi¢ dowolna stozkowa
na elipse (wszystkie punkty wiasciwe), a nawet na okrag. Dokonajmy tego np. dla paraboli
zadanej rownaniem x?—4y = 0. Wierzcholkiem tej paraboli jest p(0, 0), jej osia o ¥ ukladu
wspolrzednych, a skoro dla x = 2 jest y = I, to punkt a(2, 1) nalezy do tej paraboli. I to nam
wystarczy.

Przyjmijmy okrag O o $rodku ¢ styczny do osi X jako ten, na ktory ma przejéé parabola (rys. 4).
Os X niech bedzie osig kolineacji, a prosta G réwnolegla do X i styczna do O — prosta
graniczng. Obrazem punktu b paraboli jest tu punkt 4’ na G. Znajdzmy jeszcze obraz punktu a:
polaczmy a z b linig prosta (czyli poprowadimy przez a rownolegla do Y) przecinajaca 0§ X

w punkcie ¢; cb” przecina okrag w szukanym punkcie a’. Srodek kolineacji uzyskamy jako punkt
s przecigeia prostych b’ i aa’.

Gdyby nam teraz polecono znalez¢ punkty wspolne paraboli zadanej (ale nie narysowanej; bo jak?)
z jakas prosta, znalezlibysSmy obraz prostej przy tej \’kollineacji osiowej, wykonaliby$my
konstrukcje na okregu i prostej i ... wrocilibysmy na prosts i parabole. Na rysunku 4
rozwigzatem konstrukeyjnie inne zadanie: Przez dany punkt a poprowadzi¢ do naszej paraboli
stycznq. Gdy ma si¢ juz skonstruowany okrag, bedacy obrazem paraboli przy okreslonej kolineacii,
rozwigzanie sprowadza sie do wykre$lenia L stycznej do okregu w punkcie a’ (obraz punktu a)
L,

W starym belgijskim czasopi$mie ,,Math-Jeunes™
znalezliSmy jeszcze jednego protoplaste kostki Rubika.
W prostokacie 4 x 5 jest 10 zetonow utozonych jak na
rysunku z lewej. Celem gry jest przemieszczenie duzego
kwadratu 2 x 2 w polozenie jak na rysunku z prawej,
przez przesuwanie prostokgtnych Zetonéw poziomo

i pionowo. Wedlug ,,Math-Jeunes’ wymaga to

ponad 100 posunigé.

Mozna oczywiscie wybra¢ sobie inne docelowe polozenie
kolorowego kwadratu. Czy kazde?

A oto bardziej skomplikowane pytanie. Czy moizna
w naszej uktadance przestawi¢ dowolne dwa np.
kwadraciki 1 x 1 (albo: dwa dolne poziome
prostokaty) nie zmieniajac polozenia pozostalych
klockow? Nie wiemy.




