
Rys. 2 Unormowane wyniki zliczen radiozródel. Czarna krzywa odpowiada
typowym modelom kosmologicznym.
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Wynika stad, ~e obecnie Wszechswiat jest zdominowany przez
neutrina lewoskretne.
Mozemy teraz znalezc dwa takie momenty rozwoju'
Wszechswiata, albo dwa takie przesuniecia ku czerwieniZL i ZR,

dla których parametry gazu zlozonego z neutrin lewoskretnych
sa identyczne z parametrami gazu zlozonego z neutrin
prawoskretnych. Przesuniecia te wiaze zaleznosc

TL(ZL) = TR(ZR).

Wynikaja stad równosci podstawowych parametrów gazu

nL(zL) = nR(zR) oraz VL(ZL)' = VR(ZR).

l
Poza tym 1+ z ~ -, a wiec przesuniecia spelniaja zaleznosc
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Niezaleznie od szczególów mechanizmu narastania zaburzen

neutrinowych i powstawania gromad galaktyk mozna stad
wysnuc wniosek, ze warunki powstawania "wysp" zlozonych
i neutrin prawoskretnych dla z= ZR sa identyczne jak dla
neutrin lewoskretnych przy z= ZL. Czy oznacza to, ze w historii
Wszechswiata istnialy dwie populacje galaktyk odpowiadajace
ZR iZL?

Jak wiadomo, wspólczesne teleskopy siegaja nie dalej niz do
z ~ l. O wiele wieksze odleglosci obejmuja obserwacje

radiozródel. Systematyczne badania zródel promieniowania
radiowego prowadzi od dawna grupa astronomów z Cambridge
(Wielka Brytania). W czasie tych badan okazalo sie, ze poza
plaszczyzna Galaktyki radiozródla rozmieszczone sa

równomiernie, co oznacza, ze sa to obiekty poza.$alaktyczne.
Zliczenia prezentowane sa zwykle w formie zaleznosciN/No od
mocy promieniowania odbieranej przez jednostke powierzchni
anteny, na jednostke przedzialu czestosci(F); No jest liczba
radiozródel przy zalozeniu braku ewolucji zródel i ich
jednorodnego rozmieszczenia oraz przy pominieciu ekspansji.

Jak gromadzic zapasy

Dr Maria JANKIEWICZ

Odpowiedz na pytanie zawarte w tytule moze byc
natychmiastowa. choc niescisla. Zapasy nalezy gromadzic tak, aby
rzadko bylo widac dno spizarni. a jednoczesnie aby one sie
w niej miescily. Gdybysmy chcieli te odpowiedz uscislic,
okazaloby sie. ze nie jest to takie proste. gdyz w gre
wchodzi przypadek; nie wiemy dokladnie ani kiedy
uzupelnimy zapasy, ani w jakiej ilosci. Istnieja
skomputeryzowane domowe spizarnie i jakze potrzebne modele
przemyslowe, na przyklad model spietrzania wody w zbiorniku.
Staly Czytelnik Delty mial 'okazje nabyc pewne wiadomosci
o modelach matematycznych i ich stosowaniu(De/ta 7/1978).
Przystapimy zatem do opisu wybranego modelu teorii tam (zapór),
która to wlasnie zajmuje sie badaniem praw rzadzacych

. fluktuacjami zawartosci zbiornika magazynujacego wode.
Model wiaze sie z nazwiskiem Morana, który zainicjowal okolo
1954 roku badania w teorii tam. Strumien wody.wplywajacej
do zbiornika okreslaja chwileO = To < Tl < ...• w których

nastepuja wplywySo, ~l •... Zmienne losowe T.= Tn+ l - T••
S.,n = 0.1 •... sa nieujemne i niezalezne (niezaleznosc

4.

Typowe modele kosmologiczne np. model Friedmana przewiduja
monotoniczny wzrostN/No z F, co jest calkowicie sprzeczne
z obserwacjami (rys. 2). Fakt ten jest jednym z argumentów za
koniecznoscia uwzglednienia ewolucji galaktyk przy próbie
interpretacji obserwacji radioastronomicznych.
Spróbujmy teraz pofantazjowac i porównajmy te trudne do
interpretacji obserwacje z pelnym niepewnych zalozen modelem.
Zalózmy, ze nasza galaktyka nalezy do drugiej populacji.
Bezposrednie oszacowanie jej wieku oraz nieciaglosc na rys. 2
sugeruja, zeZL ~ 0,7-.;-1.

Wtedy z zaleznosci (3)ZR ~ 2,6 -.;-3,8.
Tak wiec w obszarze 3 ~z ~ 1 mozna sie spodziewac wielu
galaktyk z pierwszej populacji. Jak widac na rys. 2 gestosc
radiozródel rosnie w tym obszarze 100 razy. Jak dotychczas nie
udalo sie znalezc zadowalajacego wyjasnienia tego wzrostu. Byc
moze sa to radiozródla zwiazane z galaktykami we wnetrzu
rozleglych "wysp" utworzonych z neutrin prawoskretnych. Czy
powyzsze argumenty za tym, ze tak jest w istocie. mozna bedzie
traktowac powaznie, "zalezy od bardziej szczególowych obliczen
modelowych. a przede wszystkim od wyników obserwacji
w widmie optycznym galaktyk o z ~ 1.

zmiennych losowych - np.Delta 12/1978). Taki nieciagly

strumien wplywu otrzymujemy na przyklad wtedy. gdy jest on .
jednoczesnie strumieniem przelewów z innego zbiornika.
Woda w zbiorniku jest spietrzana i uzywana zgodnie
z okreslonymi regulami. Uzywa sie jej np. do napedu elektrowni
lub pobiera do spozycia. Podstawowa charakterystyka modelu
jest zapas wodyZ (t) w chwili t. Przy ustalonym t jest to zmienna

. losowa, a przy zmieniajacym siet proces stochastyczny.
W modelu Morana przyjmuje sie, ze zuzycie wody jest ciagle
w czasie, a predkosc wyplywu w chwilit jest funkcja zapasu
r(Z(t». Jesli zbiornik jest pusty, to predkosc wyplywu musi byc
równa zeru, przyjmujemy zatem, ze funkcjar spelnia zalozenie
r(O) = O. a ponadto. zer jest dodatnia i ciagla w zbiorze(O, 00).

W punkcie zero funkcjar moze byc prawostronnie nieciagla,l
zatem r (u) = c, u > O, c > O lub r(u) = --o u > O. sa

u

dopuszczalnymi funkcjami wyplywu. Na razie dla uproszczenia
modelu przyjmujemy jeszcze, ze pojemnosc zbiornika jest
nieskonczona, czyli nie ma przelewów. Mozliwosc przelewu
uwzglednimy w jednym z przykladów.
Naszym celem jest okresJenie zapasu wody w dowolnej chwili
przy danym strumieniu wplywu, danej funkcji wyplywu i zapasie
poczatkowym Zo. Najpierw wyobrazmy sobie nastepujaca
sytuacje deterministyczna. W zbiorniku mamy zapasx. nic do
niego nie wplywa, a wyplyw odbywa sie zgodnie z regula Morana.



Rys. t

Dokladniej: "n jest granica lewostronna wartosci1(1), gdy I dazy do In przez
wartosci mniejsze od 1/1

Te ostatnia nazywamytrajektoria procesu zapasu. Zauwazmy, ze
wzory (6), (7) okreslaja traiektorie zapasu, jesli przyjmiemy
w nich tn = Tn (w), Sn= Sn (w), n = 0, I, ... , z(t) = Z(t) (w),
t;;. O.

Podamy teraz przyklady stosowanych w teorii tam funkcji
zapasu q.
Przyklad 1. Wyplyw staly.Niech r(u) = I, u > O. Wtedy R(u) =

= u, R-1(u) = u, a funkcja q ma postac

q(x, t) = [x- tj+,

gdzie [u]+ = max (0, u). Tym szczególnym modelem zajmuje sie
teoria obslugi masowej (teoria kolejek). W niej Tninterpretuje
sie jako chwile wejscia n-tej jednostki (klienta) do systemu,
Sn jako czas obslugi n-tej jednostki, aZ(t) jako czas czekania
jednostki, która zglosilaby sie do systemu w chwilit (wirtualny
czas czekania). Wazna charakterystyka wówczas jest czas czekania
n-tej jednostki (aktualny czas czekania)Zn okreslony równoscia
Zn(oo) = Z,,, W e Q (zob. wzór (6»).

Przyklad 2. Wyplyw proporcjonalny.Niech r(u) = u, u > O.

Mozna sprawdzic, ze wtedyR(x) = + co dla dowolnegox > O.

Jednak równanie (I) mozna rozwiazac, choc nie mamy wówczas
postaci (5) rozwiazania. Nie wglebiajac sie w rachunki podamy

postac funkcji zapasu I
q(x, t) = xexp(-l-t) (= xe-'), t;;. O.

Zauwazmy, ze w tym modelu funkcjaq jest dodatnia dla dowolnie-
duzego t i kazdego dodatniegox. Zatem przy tej funkcji wyplywu
zbiornik nigdy nie jest pusty.
Równanie (I) z ta funkcjar jest takze równaniem zapasu
substancji promieniqtwórczej.
Przyklad 3. Wyjscie proporcjonalne przesuniete.Wystarczy
przesunac wykres funkcjir z przykladu 2'w góre o staia, aQY
R(x) bylo skonczone. Niechr(u) = l + u, u > O. Wtedy R(~) =

= ln(l+u), R-I(U) = exp(u)-l, a funkcja q przyjmuje postac

q(x, t) = [(I+x)exp(-t)-1]+.

Gdy zapotrzebowanie nie moze byc mniejsze od pewnej
dodatniej stalej, czyli predkosc wplywu jest odseparowana od
zera, wówczas funKcjaq jest równa zeru poczawszy od pewnegot;

w tym przykladzie odt = In (I + x).
Przyklad 4. Wejscie przedzialami stale, skonczona pojemnosc
zbiornika. Zalozenie o ciaglosci funkcjir w (O, co) nie jest

konieczne do rozwiazania rÓ":'-l!il-I1ia(1). Przyjmijmy

'{ I /4, ° < u..;; I,r(u) = 1/2, _ I < u.";; 3,+co. 3 < u.

Ta funkcja r uwzglednia skonczona pojemnosc zbiornika, gdyz
przy zapasie wiekszym od trzech powoduje przelew. Obliczamy

{4U' 0< u..;; I,
R(u) = 4+2(u-I), I < u..;; 3,

8, 3 < u, '

{U/4, ° < u ..;;4,
R-1(u) =

1+(u-4)/2, 4 < 1/";; 8.

I
Wybrane funkcjeq dla pewnych wartosci poczatkowychx sa
przedstawione na rys. 2.

Rys. 2

R(x)

dq

dr = -r(q), t> 0,
(1)

q
x

W modelu losowym Morana zapas wodyZ(t), przy ustalonym t,
jest funkcja okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych
o wartosciach wR+ (R+ '= <O,co». Natomiast przy ustalonymooeQ
tenze zapas jest funkcja okreslona naR+ i o wartosciach wR+.

Przez q = q(x, t) oznaczamy zapas po czasiet. Poniewaz
predkosc wyplywu jest pochodna funkcjiq wzgledem t, mamy
wiec równanie

q(X,fO)I--------,
I
I
I ,
I
I
I

przy warunku poczatkowymq(x, O) = x.
Rozwiazmy równanie (I) przy. zalozeniu, ze dla zapasux
skonczony jest czasR (x), po którym ten zapas zniknie. Gdyby
predkosc wyplywur byla jednostkowa (r(u) = l, u > O), wówczas
byloby R(x) = x. Z równania (1) otrzymujemy

l
(2) --dq=dt,

r(q)

gdzie dq jest przyrostem funkcjiq odpowiadajacym przyrostowi
czasu dt. Gdy czast zmienia sie od° do R(x), zapas q zmienia
sie od x do O. Calkujac (2) obustronnie mamy

x l R(x)

(3) ~ - dq = ~ ldt = R(x).
o r(q) o

Stad czasR(x) potrzebny do znikniecia zapasux przy braku
wplywów jest równy polu pod wykresem funkcjil/r w przedziale
<0, x).

Funkcja R w prosty sposób wyznacza funkcjeq. Patrzac na
rys. I widzimy zwiazek

(4) R(x)-R(q(x, t) = t, t";; R(x).

Z wzoru (3). wynika, ze funkcjaR jest rósnaca w przeclziale
(0, co), gdyz pole pod wykresem funkcji dodatniej rosnie, gdy
powiekszymy\przedzial. Istnieje wiec funkcja odwrotnaR-'

. w przedziale (O, co). Przyjmujac R-' (u) = ° dla u..;; °
i korzystajac ze zwiazku (4) otrzymujemy ~

(5) q(x, t) = R-'(R(x)-t).

Teraz, jezeli przyjmiemy deterministyczne chwile wplywów
0= to < t, < ..., deterministyczne wplywyso, s" ... oraz
zapas poczatkowy. zo, to mozemy przy uzyciu funkcjiq okreslic
zapas z(t) w dowolnej chwili t > O. Poniewaz dlat e (to, t,) nie
ma wplywów, wiec zapas w tym przedziale czasu okresla funkcja

q(zo+so, t-to). W chwili t, nastepuje nowy wpl~wSI' który
nalezy dodac do wartosciq (zo + so, tI - to), aby otr~ymac nowy
warunek poczatkowy dla funkcjiq, aktualny do chwili t2•

W ten sposób wykres zapasu wyznaczamy sklejajac wykresy
funkcji q przy odpowiednich warunkach poczatkowych, a punkty
sklejania sa punktami nieciaglosci. Oznaczajac dla wygody przez
Znzapas tuz przed chwila wplywutn, latwo napisac wzory
rekurencyjne

(6) Zn+, = q(Zn+S,,, tn+l-tn),

(7) z(t) = q(Zn+Sn, t-tn), tn";; t < tn+1, n = 0, l, ...
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Funkcja wplywu moze byc nieciagla, gdy sterujemy zapasem
wody. Jesli spada on ponizej krytycznego poziomu, wylaczamy
niektóre ujscia zmniejszajac predkosc wyplywu albo odwrotnie,
jesli zbyt sie podnosi, wlaczamy dodatkowe ujscia (zapasowy
zbiornik), aby zapobiec przelewowi.
Okreslenie trajektorii procesu zapasu jest dopiero wstepem do
wlasciwego jego badania. W modelu Morana znane sa wzory
wyrazajace chwilowy rozklad prawdopodobienstwaP {Z(t) ,;;;z},

z ~ O, warunek dostateczny istnienia granicy limP {Z(t) ,;;;z}
i postac tego granicznego rozkladu. przy dodatkowym zalozeniu,
ze rozklad zmiennych losowych T. jest wykladniczy, niezalezny od
n (rozklad wykladniczy - np.Delta 12/1978) znany jest równiez
warunek konieczny i dostateczny istnienia rozkladu granicznego
oraz jego postac.

Inna wazna charakterystyka modelu, badana w teorii tam, jest
tzw. czas do pierwszego wyschniecia zbiornika mimo uzupelnien,
czyli czas od chwili t = O do chwili, w której zbiornik po raz
pierwszy jest pusty. Czas ten jest równiez zmienna losowa, a
w modelu Morana znana jest postac jej rozkladu
prawdopodobienstwa.
Poza modelem Morana badano do tej pory wiele innych modeli
teorii tam, w których strumien wplywu byl ciagly albo oba
strumienie wplywu i wyplywu byly nieciagle. Jednoczesnie wiele
problemów pozostalo do rozwiazania nawet w tak stosunkowo
dobrze zbadanym modelu Morana, jak chociazby wspomniany
warunek konieczny i dostateczny istnienia granicznego rozkladu
zapasu bez zalozenia wykladniczosci odstepów miedz~ chwilami
wplywów.

WynikI Konkursu
Uczniowskich Prac

z Matematyki

Tradycyjnym zwyczajem oglaszamy kolejny

konkurs uczniowskich prac matematycznych.

W tym roku po raz pierwszy w konkursie

zabraknie prac maturalnych, bo nowy

regulamin matur nie przewiduje takich

prac. Sadzimy jednak, ze wielu ~szych

Czytelników zechce swoje rozwazania

nad matematyka opracowaci przyslac

na nasz konkurs.

Skrót zwycieskiej pracy
bedzie opublikowany wDelcie 3/1983.

Jury w skladzie: prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy, dr Waclaw Wierzbicki-

przedstawiciel Ministerstwa Oswiaty i Wychowania, dr Alicja Derkowska, dr Marek Kordos,
dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, prof. dr Wojciech Zakowski, na posiedzeniu w dniu
09.09.1982, biorac pod uwage temat pracy, jej wykonanie oraz przebieg obrony postanowilo
przyznac:

l. Zloty medal Mariuszowi Skalbie (IV LO im. Mikolaja Kopernika w Krosnie) za prace

"O pewnym problemie z elementarnJ:j teorii liczb";
2. Srebrny medal Januszowi Kalinowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za
prace "Powierzchnie stopnia drugiego i rysowanie kwadryk za pomoca komputera WANG 2200T";
3. Brazowy medal Miroslawowi Matledze (Technikum Budowlane w Cieszynie) za prace
"Rozciecia powierzchni jednostronnych";
4. Dwa wyróznienia:
Rogerowi Bielawskiemu (VI LO w Bydgoszczy) za prace "Wlasnosci sumy poteg kolejnych liczb
naturalnych",
Lechowi Zielinskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace "Wprowadzenie
relacji porzadku w przestrzeniach liniowych nad cialem liczb rzeczywistych";
5. Dyplomy uczestnictwa w finale Konkursu:
Jaroslawowi Drozdowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za prace
"Rozwiazywanie problemów ekonomicznych metoda programowania liniowego",
Michalowi Wojciechowskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace "Pewne

uogólnienie konstrukcji Steinera". I
Mi1'isterstwo Oswiaty i Wychowania przyznalo nagrody pieniezne laureatom i nauczycielom
finalistów:

Lucynie Redziak, Józefowi Lozinskiemu, Boguslawowi Adamkowi, Irenie Oldak i Jerzemu
Bednarczukowi.

Regulamin konkursu uczniowskich prac
z matematyki

l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje
miesiecznika-Delta, przy poparciu Ministerstwa Oswiaty
i Wychowania ..
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów
szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie
do dnia 1 maja przesle pod adresem RedakcjiDelty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela-
opiekuna pracy.
S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje
Konkursu i kompetentnych recenzentów. Te sposród prac, które
spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione Jury
Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu, który
odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

&

7. Zawiadomienia o zakw~lifikowaniu do finalu zostana
przeslane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac
przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci'i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji

na temat, któ~emu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod
uwage, oprócz merytorycznej wartosci pracy, równiez
samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne fundowane przez
Ministerstwo Oswiaty i Wychowania.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesiecznikuDelta.
13. Komisje Konkursu oraz Jury tego Konkursu powoluje
Zarzad Glówny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.


