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a ciag {ISn- .!!..../}oo jest nieograniczony.6n=1

Dokladniej, dla zmiennej loso~ejS o rozkladzie Bernoulliego
mamy z prawdopodobienstwem 1:
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Wartoscia oczekiwana liczby sukcesów wn próbach Bernoulliego
jest np. W sposób analogic~ny jak poprzednio mozna wykazac, ze
wyrazy ciagu {ISn-npl}:'=l beda wieksze od dowolnej liczby
z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jednosci dla
dostatecznie duzychn. Przykladowo, jezeli rozpatrujemy rzuty
kostka iSn oznacza liczbe'"szóstek" wn rzutach, to
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Korzystajac ze wzoru Stirlinga (zob.Delta 7/1981)
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Mamy 102n-R2nl": 2k= 102n-nl ~ k,
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P{102n-R2nl ~ 2k} = P{102n-nl ~ k} = P{102n = n-kv
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Najwiekszym sposród2k+ 1 skladników jestP{02n = n}

(najbardziej prawdopodobna liczba orlów w2n rzutach moneta
jest n). Mamy wiec
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Niech e > O i k beda dowolnymi ustalonymi liczbami. Poniewaz

, { 2k + 1 \ 00, b" d ,.' k' N ' dlCIag ./_ . ~ Jest z lezny o zera, to IstmeJe ta te ,ze ar:n:n 'n=1

( (2k+l)2) 2k+l '
n > N '?J; --- mamy --- < e no i juz. Przykladowo
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dla k = 250, e = 0,001 mamyN> 79896 100 000 (przy 160
miliardach rzutów róznica miedzy liczba orlów a reszek przekroczy
500 z prawdopodobienstwem 99,9%).
Wystarczy wiec rzucac "dowolnie dlugo", aby nadwyzki jednego

wyniku nad drugim staly sie dowolnie duze \
,J!: prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jednosci. Fakt ten na
ogól nie jest znany, "zdrowy rozsadek" podsuwa bowiem mysl, ze

liczby wyników pc>szczególnych rodzajów wykazuja tendencje do
wyrównywania sie w miare coraz dluzszych serii prób.
Rozwazania dotyczace rzutów moneta mozna uogólnic na
dowolny schemat Bernoulliego. Jezeli przezSn oznaczymy liczbe
sukcesów wn próbach Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu w pojedynczej próbie równymp, to prawo wielkich liczb
Bernoulliego orzeka, ze
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informacji o granicy lim(On-Rn). Co znaczy, ze _n dazy do
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zbieznosc "wedlug prawdopodobienstwa". Precyzujac ten termin
powiemy, ze ciag zmiennych losowych{Xn}~, "dazy" do liczby a,
(co bedziemy oznaczali przezXn -> a), jesli dla kazdegoe > O mamy

(1) lim P{IXn-al > e} = O.

Tego typu zbieznosc w teorii prawdopodobienstwa nazywamy
wlasnie zbieznoscia stochastyczna lub zbieznoscia wedlug
prawdopodobienstwa. Intuicyjnie znaczy ona, ze
prawdopodobienstwa odchylen wiekszych ode sa dla duzychn
dowolnie male.

W naszym przypadku

oraz, co latwo z tego wynika,

On-->1.
Rn

Ciekawe jest nastepujace pytanie: co mozna powiedziec o ciagu
róznic miedzy liczba orlówi reszek, tzn. o ciagu{On - Rn }:,= 1

lub jezeli ktos woli {Rn - On }:,= l' Okazuje sie, ze ciagi te sa
nieograniczone w tym samym sensie, w .którym powyzsze ciagi
"dazyly" do 1/2 lub I. Dokladniej, pokazemy ze dla kazdego
e > O i kazdego k naturalnego

P{IOn-Rnl ~ k} < e

dla dostatecznie duzychn. Znaczy to, ze dla dostatecznie
duzych n prawdopodobienstwo ze10n-Rnl nie przekroczy
liczby k jest dowolnie male lub inaczej, prawdopodobienstwo ze '
lOn - Rnl przekroczy k jest dowolnie bliskie I.
Przejdzmy do dowodu. Pokazemy, ze dla kazdegoe > O

i dowolnego k istnieje liczbaN taka, ze dla wszystkichn > N

P{102Ol-R2;,1 ~ 2k} < e

(zastapilismy n przez 2n oraz k przez 2k w celu uproszczenia
rachun'ków).

W dlugiej serii rzutów moneta liczba orlów jest - z duzym
prawdopodobienstwem - bliska liczbie reszek, Jakiegd rzedu
jest ta bliskosc? Czy przy wydluzaniu serii róznicaR - O
(liczba reszek minus liczba orlów) zmierza do zera, czy moze
rosnie nieograniczenie ?
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Wiadomo (prawo wielkich liczb Bernoulliego), ze ciagi_n
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