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Twierdzenie

Cauchy' ego-Ko walewskiej

"Dajcie mi polozenia i predkosci wszystkich punktów
materialnych. a przepowiem przyszlosc swiata" .:- te slowa
Pierre Simona de Laplace'a(1749-1827)dobrze oddaja istote
determinizmu i daja mu matematyczna podbudowe. Skoro ruch
czastek materialnych opisywany jest równaniami rózniczkowymi.
które przy rozsadnych zalozeniach maja jednoznaczne
rozwiazania (zalezne tylko od warunków poczatkowych, np.
od stanu w chwili czasowejto). to istotnie przewidzenie
przyszlosci swiata jest teoretycznie wykonalne, choc moze byc
bardzo klopotliwe rachunkowo. W kazdym razie (to wazna
konsekwencja filozoficzna!) nie mamy wplywu na przyszlosc,
bo kazdy ruch da sie opisac równaniem rózniczkowym, a skoro

ma ono jednoznaczne rozwiazanie ...

Dopiero co napisane zdanie moze byc przyjete równie dobrze
jako podstawa pesymistycznych, jak i optymistycznych
zapatrywan na zycie. Pesymista (a takze np. len) powie: skoro
i tak nie mamy wplywu na to, co sie stanie. to po co pracowac.
meczyc sie - skoro to i tak wszystko jedno. Optymista powie
wprost przeciwnie: nie ma rzeczy nieprzewidzianych. a wiec
rób swoje, a osiagniesz co chcesz. Chyba ze jest to przeciwne
boskim zamierzeniom wzgledem twojej osoby, ale z Bogiem
jeszcze nikt.nie wygral.
Ten krótki artykul moze byc odczytany jako mini rozprawka
filozoficzna. choc formalnie chce opowiedziec o waznym
osiagnieciu matematyki XIX wieku: rozwiazaniach zagadnienia
Cauchy'ego, a konkretnie o bodaj najbardziej klasycznym
twierdzeniu Cauchy'ego - Kowalewskiej dotyczacym rozwiazan
liniowych równan rózniczkowych czastkowych.

Sofia W. Kowalewska (1850·-91). uczona rosyjsl..a. uczc:nn'Cl Weierstrassa,
byla od 1884 r. profesorem uUlwersytetu w Sztokholmie. a od 1889 czlonkiem
Petersburskiej Akademii Nauk. Oprócz twórczosci naukowej (z dziedziny równa n
rózniczkowych, funkcji analitycznych, mechaniki teoretycznej i astronomii)

zajmowala sie dzialalnoscia publicystyczna i literacka. pisujac nawet powiesci.
Omawiane w artykule twie~dzenie.laczone z nazwiskiem jeji Augustyna
a,u.· . ,go (I'8P -1357) p<lchodzi z 1883 roku.

Teoria liniowych równan czastkowych wyrosla wprost
z intensywnych badan kilku specjalnych takich równan, których
waznosc doceniono juz w wieku XVIII. Byly to równania
opisujace tak podstawowe zjawiska fizyczne jak grawitacja.
elektromagnetyzm, rozchodzenie sie dzwieku, przewodnictwo
cieplne (a pózniej zjawiska kwantowe). Pózniej okazalo sie. ze
równania te maja znaczenie i w czystej matematyce: równanie

Laplace'a L1u = j, gdzie .1 jest operatorem (~)' + ...+(~)'aX1 ax.
- w geometrii i topologii rozmaitosci riemannowskich, operator

a
"cieploprzewodnictwa" - -.1" wystepuje w probabilistyce.

at

Dla funkcji[(a, •...• ak, X" •. , x,) operator 4" to (C~, r + .. L (CO, r
a

a bardzo podobny formalnie operator Schrodingera -i- -.1"
at

w mechanice kwantowej.

Ogólnie rzecz biorac, problem
Cauchy'ego to zagadnienie:rozwiazac dane równanie

rózniczkowe przy danych warunkach poczatkowych.
Dla równan zwyczajnych

du

(1) - - a(t) . u = f(t), przy czym ma bycu(O) = uo,
dt

rozwiazanie problemu jest proste: jezeli w przedziale "czasowym"
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- T < t < T funkcje a(t) i f(t) sa ciagle, zasUojest dowolna
stala ("warunki poczatkowe"). to rozwiazanie równania (1)
istnieje dla t E (- T, n,jest jedyne i wyraza sie np. wzorem

t

u(t) = eA(t.Oluo+ ~ eA(t.slf(s)ds,
t

gdzie A(t, s) = ~a(s)ds.
s

Dla równan czastkowych komplikuje sie zarówno dokladne
sprecyzowanie problemu, jak i kryteria istnienia i jednoznacznoSC'
rozwiazania. I wlasnie wsród róznych twierdzen o problemie
Cauchy'ego prostota. umiarkowaniem zalozen i ogólnoscia
wyróznia sie wlasnietwierdzenie Cauchy·ego·Kowalewskiej.
Chodzi w nim z grubsza rzecz biorac o to. ze problem Cauch)"eg(
ma jednoznaczne rozwiazanie. jezeli bierzemy analityczne
wspólczynniki i szukamy analitycznych rozwiazan. Sposród
róznych wersji twierdzenia przytoczymy najbardziej klasyczna.
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[(X) ~ :E a.x"
n· O

na calej prostej - o "x ~ x: (jeSli mowa o f •..:!KC~J.ch rzeczywi';t\'c:!) Jub nCl.
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Niech beda dane

1) n+ 1 funkcji AJ(z, t) = AJ(Zl' z, •... , z••• t),
j = O. 1•...• n. ciaglych wzgledem "czasu"t. Iti < T
i analitycznych wzgledemZl, .•.• z••w pewnym obszarze01
wokól poczatku ukladu wspólrzednych.
2) funkcjaf(z, t) ciagla i analityczna jak wyzej,
3) funkcja uo(z) anlityczna jak wyzej. Rozpatrzmy problem
Cauchy'ego o funkcji szukaneju

au n au

(3) - = ~ AJ(z,t)-+Ao(z,t)'u+f(z,t)at ~ a~j=1

z warunkami poczatkowymi

(4) Ult=o = uo(z), tzn. u(z, O) = uo(z).

Na przyklad

au . au .• r au 13 l' 198- = 4Z1z,t--+SInZl·ez.vt -+(Zl+Z, )U+(Zl +z. ),
at aZ1 az.

przy czym ma bycU(Zl' z•• O) = SZl-3z~.

Wówczas - powiada twierdzenie Cauchy'ego-Kowalewskiej -
jezeli 00 jest obszarem. którego domkniecie jest zawarte w01, to
istnieje w nim jednoznaczne rozwiazanie problemu(3)- (4),
Ityle ze byc moze w mniejszym przedziale czasowym
tl < to < T.

Bardziej ogólna wersja twierdzenia dotyczy problemu Cauchy'ego
na hiperpowierzchniach, tzn. zbiorach opisywanych jednym
równaniem cp(x) = O, istnieje oczywiscie wiele innych wersji
i uogólnien.

Dowody twierdzenia Cauchy'ego-Kowalewskiej nie sa latwe, choc
warto zauwazyc, ze glówna trudnosc polega zwykle na wykazaniu
zbieznosci szeregu, który opisuje funkcje bedaca rozwiazaniem,
a który z kolei wypisac nietrudno. Oczywiscie wspólczesne dowody
róznia sie znacznie od oryginalnego dowodu Kowalewskiej.

Czy jednak z twierdzenia Cauchy'ego-Kowalewskiej wynikaja jakies
wnioski "filozoficzne" dotyczace przyszlosci swiata? Mimo
wszystko raczej nie, choc niektórzy mniej wyksztalceni
matematycznie filozofowie sklonni by byli wyciagac z niego teze
o zdeterminowaniu przyszlosci przez terazniejszosc. Ale dzis
takie poglady nie sa modne, a ich matematyczne podstawy bardzo
kruche. Po pierwsze bowiem we 'wszystkich twierdzeniach
o rozwiazalnosci problemu Cauchy'ego sa jakies ograniczenia na



funkcje dane i rozwiazania; w wersji Kowalewskiej nawet dosc
mocne (analitycznosc) i nie wszystkie "rozsadnie dane" warunki
musza byc takie. Wlasnie teoria "katastrof" Rene Thoma
dostrzega, ze w rozwoju kazdego ukladu co pewien czas daje sie
zauwazyc "osobliwosc": nadmuchiwany balonik peka nagle,
a nie w sposób opisywany funkcja anafityczna. To po pierwsze,

a po drugie w swiecie kwantów i tak nie ma nic pewnego, sa
tylko zjawiska mniej lub bardziej prawdopodobne. A przeciez
na zjawiska naszego makroswiata jakos tam wplywa zachowanie ,
sie elementarnych czastek materii. Przewidywanie przyszlosci
(przynajmniej w zakresie spraw ludzkich) zostawic juz nalezy -
na szczescie - przyszlym pokoleniom.

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji "Delty" Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan+2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nrn+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali odO do J z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

Skrót regula,minu

Zadania nr 52, 53, 54

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1983 r.

suma ocen za rozwiazania danego zadania4-3· -------------------
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

52. Na plaszczyznie dana jest lamana zamknietaL o n bokach. Dowiesc, ze mozna ponumerowac
jej wierzcholki kolejno Ao, Ato •.• , A._, (wybierajac stosownieAo) tak, by dla kazdej liczby
naturalnej m < n zachodzila nierównosc

!=44
53. Dane sa liczby rzeczywistea, b, przy czym a+b # O. Udowodnic zbieznosc i znalezc granice
ciagu {x.} okreslonego wzorem rekurencyjnym:x, = a+b, X.H = a+b-abx;'.

54. a) Czy zbiór wypukly na plaszczyznie, nie zawierajacy zadnej pólprostej, musi byc
ograniczony?

b) To samo pytanie dla wypuklego podzbioru przestrzeni trójwymiarowej.

(Zadanie 53 przyslal nasz Czytelnik pan Robert Kowal z Kielc).

Rozwiazania zadan
l nunaeru 12/1982

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44·

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
z nUlDeru9/1982

Jaoek lIr1ga - Bytom - 42,05pkt
Zbigniew Bartold - Gdynia - 37,81pkt
Bdward Orzechoweki- Warezawa - 34,Olpkt
Pawol laaideki - Warezawa - 29,75pkt
Dariuez Sowizdrzal- Szczecin - 23,15pkt
Marek Galecki - Milanówek - 22,78pkt
Artur Smolczyk - ~nów Op. - 20,78pkt

Wepólczynniki trudnosci zadad 31, 32, 33:
2,55 1,27 1,57
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40. Pokazemy, ze przy podartych zalozeniach o wspólczynnikachao, ... , a. wszystkie
pierwiastki zespolone wielomianuW(z) = ao+a, z+ ... +a.z· sa liczbami o module
nie wiekszym od l: Stad juz wyniknie, ze pierwiastki rzeczywiste leza w przedziale< -1,0), bo

pierwiastków dodatnich nie ma. N;echz bedzie dowolnym pierwiastkiem. PrzypuSCmy, ze
Izl> 1. Pomnózmy równoscW(z) = O obustronnie przez(l-z). Dostaniemy ao+(a,-ao)z+
+(a2-al)z2+ ... +(a.-a,_,)z'-a,z"+1 = O, skad zn+' = co+C,Z+C2Z2+ ... +c,z', gdzie
Co= ao/a" CJ= (aJ-aJ_,)/a" j = 1, ... ,n. Liczby Co, ... , c, sa nieujemne, ich suma równa sie 1.

Zatem Iz\'+' = lL:cJz1\ ~ 2:cJlzlJ ~ LCJlzl' = Izl', skad Izl ~ 1, wbrew przypuszczeniu.

41. Niech A, B, C oznaczaja odpowiednio punkty lezace na malym, srednim i duzym okregu,
i niech O bedzie wspólnym srodkiem tych okregów. Przy ustalonym polozeniu punktówA i B

pole trójkata ABC jest najwieksze, gdy C lezy mozliwie naj dalej od prostejAB, czyli gdy odcinki
AB i OC sa prostopadle, przy czym punktyO i C leza po tej samej stronie prostejAB. Zatem
do takich trójkatów wystarczy ograniczyc uwage. Jeslix jest odlegloscia prostejAB od punktu O,
pole trójkata ABC wynosi AB· (OC+x)/2 = (Yl-x2+ Y7-X2). (4+x)/2. Badajac te funkcje
w przedziale O ~ x ~ 1 zwykla metoda rachunku rózniczkowego majdujemy jej wartosc

maksymalna równa9y'3/2 przy x = 1/2.

42. Ustawmy cyfry od 1 do 9 w "kwadrat magiczny" tak, by suma w kazdym rzadku
poziomym lub pionowym byla równa 15. Pokryjmy plasZczyzne siatka takich kwadratów
(o wymiarach 3 x 3) i nalózmy na to kwadrat 8 x 8. Jedna z mozliwych realizacji widzimy obok.
Zdejmowanie pionków z szachownicy mozemy interpretowac jak usuwanie cyfr z okienek.
W kazdym ruchu usuwa sie trzy cyfry dajace w sumie 15. Poniewaz suma wszystkich cyfr
w przedstawionym kwadracie równa sie 320= 21· 15+5, przeto samotna cyfra, która
pozostaje po wykonaniu 21 ruchów, musi byc piatka. Jej polozenie jest, jak widac, okreslone
jednoznacznie, z dokladnoscia do obrotów szachownicy o 90°, 180°,270°. Pozostawiamy
Czytelnikom sprawdzenie, ze wykonanie 21 ruchów jest mozliwe. Osamotniony bedzie pionek
stojacy na jednym z czterech wyznaczonych pól.
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