
Pojecie wymiaru w topologii

Doc. dr Teodor PRZYMUSINSKI

Teoria wymiaru jest jednym z naj piekniejszych dzialów
topologii. Bedace przedmiotem jej badan pojeciewymiaru

przestrzeni topologicznejma gleboko intuicyjna tresc,
prowadzac jednoczesnie do wielu ciekawych i trudnych
twierdzen.

Któz z nas nie zastanawial sie kiedys nad sensem pojecia
wymiaru figury geometrycznej i nie zadawal sobie pytania,
dlaczego intuicja podpowiada nam, ze jedne figury sa
jednowymiarowe, inne dwuwymiarowe, a jeszcze inne
trójwymiarowe. Latwo sie kazdy zgodzi, ze cienki (tzn. taki,
którego grubosc mozna pominac) kawalek drutu, prosty lub tez
dowolnie powyginany, czy tez uformowany w okrag lub inna
figure zamknieta, jest tworem jednowymiarowym. Podobnie, nie
budzi watpliwosci dwuwymiarowosc powierzchni otrzymanej
z kawalka cienkiej blachy powyginanej w dowolny sposób lub

np. zwinietej w rurke. Za dWUl~l'ymiarowauznamy równiez bez
wahania powierzchnie balonika o dowolnym ksztalcie. Nikt
rozsadny nie bedzie negowal trójwymiarowosci szescianu czy tez
kuli.

które nie rozcina tej figury ani nie powoduje sklejenia zadnych
jej punktów. A zatem, przeksztalcenie polegajace na sklejeniu
(zlutowaniu) konców odcinka (drutu) w okrag homeomorfizmem
nie jest, podobnie jak nie jest nim przeksztalcenie polegajace na
rozcieciu papierowej rurki i otrzymaniu z niej plaskiego
prostokata. Homeomorfizmem jest jednak kazde przeksztalcenie
polegajace na dowolnym wyginaniu, rozciaganiu lub kurczeniu
figury. Dla zrozumienia pojecia homeomorfizmu wygodnie jest
wyobra7..ac sobie, ze wszystkie figury wykonane sa z
nieskonczenie elastycznej gumy.
Dwie figury nazywamy homeomorficznymi, gdy istnieje
przeksztalcenie homeomorficzne jednej z nich na druga. Na
przyklad prosty kawalek drutu jest homeomorficzny
z powyginanym kawalkiem drutu dowolnej dlugosci, okrag jest
homeomorficzny z elipsa, a nadmuchany balonik z balonikiem
pozbawionym powietrza. Nietrudno wykazac natomiast, ze
odcinek nie jest homeomorficzny z okregiem, bo otrzymanie
jednej z tych figur z drugiej wymaga rozcinania badz sklejenia.
Z punktu widzenia topologii dwie figury homeomorficzne sa
uznane zaidentyczne lub topologicznie nierozróznialne.
Topologia zas - jak juz powiedzielismy wyzej - zajmuje sie
badaniem niezmienników homeomorfizmów,tj. badaniem tych
wlasnosci figur, które zachowuja sie, tzn. nie ulegaja zmianie

. przy przeksztalceniach homeomorficznych. Przykladem takiej
wlasnosci jest np.spójnosc,czyli - mówiac prosciej ~ wlasnosc
tworzenia przez figure jednej calosci. W szczególnosci zatem
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Rys. I. Przyklady figur jedno. dwui trójwymiarowych
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A jednak znalezienie wlasciwej definicji wymiaru, mimo iz jest
to pojecie tak bardzo intuicyjne, okazalo sie trudne. Zaczeto
zajmowac sie tym zagadnieniem juz w latach osiemdziesiatych

XIX wieku, a dopiero w latach dwudziestych i trzydziestych
naszego stulecia powstala poprawna teoria wymiaru.

Zastanówmy sie nad przyczynami tych trudnosci. W tym celu
musimy najpierw wyjasnic, co to jesttopologia, bo przeciez nie

.bez powodu mówimy tutaj o pojeciu wymiaru w topologii.
Otóz. topologia jest nauka o niezmiennikach homeomorfizmów.
To brzmi jeszcze bardziej skomplikowanie niz samo slowo
"topologia", ale dosc latwo jest wyjasnic int1,licyjny sens tych
pojec. Dowolny podzbiór n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej E", a zatem w szczególnosci dowolny podzbiór
trójwymiarowej przestrzeni euklidesowejE3 bedziemy nazywali
figura. Otóz, homeomorfizmem lub przeksztalceniem
homeomorficznymnazywamy (nieformalnie) kazde takie
przeksztalcenie jednej figury (przestrzeni topologicznej) na druga,•

odcinek - bedacy figura spójna - nie jest homeomorficzny
z niespójna figura zlozona z dwóch rozlacznych odcinków.
Mozemy teraz sformulowac podstawvwe warunki, które powinna
spelniac prawidlowa definicja wymiaru.

(1) Kazda taka definicja powinna byc zgodna z intuicja, a w
szczególnosci wymiar n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E"
musi byc równy n.
(2) Wymiar winien byc okreslony dla dowolnej figury
(przestrzeni topologicznej).
(3) Wymiar powinien byc niezmiennikiem homeomorfizmów,
tzn. dwie homeomorficzne figury powinny miec ten sam wymiar.

Przyjrzyjmy sie teraz, na trzech przykladach, trudnosciom, które
pojawiaja sie na drodze do sformulowania takiej definicji. Bodaj
pierwszym narzucajacym sie sposobem zdefiniowania wymiaru
jest uznanie za jednowymiarowe tych figur, które maja dodatnia
dlugosc, a nie maja powierzchni, za dwuwymiarowe tych figur,



które maja powierzchnie, a nie maja objetosci itd. Otóz taka
definicja, nawet jezeli pominac znaczne trudnosci z wlasciwym
okresleniem pojec dlugosci, powierzchni i objetosci (czym
zajmuje sie tzw. teoria miary), okazuje sie przydatna tylko
w bardzo specjalnych przypadkach. Nie spelnia ona bowiem
zadnego z warunków(1)-(3). Dla ilustracji tej tezy
wspomnijmy tylko, ze stosunkowo latwo mozna skonstruowac

na prostej dwie homeomorficzne figury, z których jedna ma
dlugosc dodatnia, a nawet nieskonczona, a druga zerowa.

A oto inna, równiez narzucajaca sie, "definicja" wymiaru.
Przyjmijmy, ze figura jest jednowymiarowa, gdy kazdy jej punkt
ma pewne "otoczenie", które jest homeomorficzne z odcinkiem;
dwuwymiarowa, gdy kazdy jej punkt ma otoczenie
homeomorficzne z kolem itd. Dla przykladu, okrag jest
jednowymiarowy, gdyz kazdy jego punkt ma otoczenie, które po

wyprostowaniu staje sie odcinkiem. Podobnie, powierzchnia kuli
(globusa) jest dwuwymiarowa, gdyz kazdy jej punkt ma otoczenie,
które po odpowiednim wygladzeniu (przeniesieniu na mape)
staje sie kolem. Taka definicja spelnia warunki (1) i (3), ale nie
spelnia warunku (2). Figury, których kazdy punkt ma
otoczenie homeomorficzne z odcinkiem (kolem, kula etc.)
nazywaja sie rozmaitosciami.

(Rozmaitosciami sa wszystkie figury przedstawione na rys. 1.)
Rozmaitosci tworza jednak waska, choc ciekawa klase
przestrzeni (por. rys. 3).

Przejdziemy teraz do podania poprawnej definicji wymiaru.

Najpierw jednak wyjasnimy pojecie domknietego podzbioru danej
figury. Zamiast podawania formalnej definicji powiemy tylko
niezbyt scisle, ze podzbiór danej figury (przestrzeni

topologicznej) jestdomkniety, gdy Zlwiera wszystkie punkty tej
figury lezace na jego brzegu. Na przyklad, na plaszczyznie
kwadrat wraz z brzegiem (obwodem) jest domkniety. Po
wyjeciu z niego któregokolwiek punktu lezacego na brzegu
otrzymujemy juz jednak zbiór niedomkniety. Zauwazmy, ze
kwadrat - bedacy figura dwuwymiarowa - mozna tak pokryc
dowolnie malymi zbiorami domknietymi, by zaden punkt nie
nalezal do wiecej anizeli trzech zbiorów (rys. 2b). Wydaje sie
równiez intuicyjnie oczywiste, ze takiego pokrycia na ogól nie
mozna poprawic w ten sposób, by zaden punkt nie nalezal do
wiecej anizeli dwóch zbiorów.

Podobnie, szescian - bedacy figura trójwymiarowa - mozna
tak pokryc dowolnie malymi zbiorami domknietymi, by kazdy
punkt nalezal do co najwyzej czterech zbiorów (rys. 2c). Nie
mozna jednak ich liczby zmniejszyc do trzech.

Analogicznie, jednowymiarowy odcinek mozna pokryc dowolnie
malymi zbiorami domknietymi tak, by kazdy punkt nalezal do
co najwyzej dwóch zbiorów (rys. 2a). Nie mozemy jednak zadac,
by te zbiory byly rozlaczne.

Powyzsze rozwazania, które oczywiscie wymagaja scislego
dowodu, prowadza do nastepujacej definicji wymiaru.

Definicja wymiaru. Wymiarem figury nazywamy taka
naj mniejsza liczbe naturalnan, ze istnieje pokrycie tej figury
dowolnie malymi zbiorami domknietymi o tej wlasnosci, ze
kazdy punkt nalezy do co najwyzejn+ l zbiorów.

(e)(b)(a)

Rys. 2. Pokrycia malymi zbjorami domknietymi

A oto jeszcze jedna nieudana, lecz 'pouczajaca próba
zdefiniowania wymiaru. Wydaje sie intuicyjnie oczywiste, ze
figura lezaca na prostej euklidesowej jest jednowymiarowa tylko
wtedy, gdy zawiera pewien odcinek. Pozostaleligury nazwiemy
zerowymiarowymi (zerowymiarowy jest np. zbiór liczb
wymiernych, a takze kazdy zbiór skonczony). W ten sposób
okreslilismy wymiar dla dowolnego podzbioru prostej. Podobnie
postepujemy w przypadku podzbiorów plaszczyzny. Zgodnie
z intuicja, figure lezaca na plaszczyznie nazwiemy dwuwymiarowa
tylko wtedy, gdy zawiera ona pewne kolo. W przeciwnym razie
rozpatrujemy dwa przypadki: jezeli figura jest homeomorficzna
z zerowymiarowa figura lezaca na prostej, to naturalnie równiez

. przypisujemy jej wymiar zero, a jezeli tak nie jest, to
uznajemy ja za jednowymiarowa. Okazuje sie, ze taka definicja
wymiaru figur lezacych na plaszczyznie jest absolutnie poprawna.
Niestety, próba okreslenia w podobny sposób wymiaru
podzbiorów trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej E3 konczy
sie niepowodzeniem. Przyczyna tkwi w tym, ze nie kazda
jednowymiarowa figura lezaca wE3 jest homeomorficzna z

pewna figura lezaca na plaszczyznie. Nie mamy zatem w tym
przypadku metody pozwalajacej na odróznienie figur jedno-
i dwuwymiarowych (zob. nizej oraz rys. 3).

Zanim przejdziemy do podania wlasciwej definicji wymiaru,
zauwazmy jeszcze, ze z warunków (1) i (3) wynika, ze jezeli
w ogóle istnieje prawidlowa definicja wymiaru, to przestrzenie
euklidesowe E" i E'" nie moga byc homeomorficzne dla róznych
liczb n i m. Istotnie, wymiar pierwszej z nich musialby bycn,
a drugiejm, podczas gdy figury homeomorficzne maja ten sam
wymiar. Fakt niehomeomorficznosci róznych przestrzeni
euklidesowych, choc wydaje sie intuicyjnie oczywisty, nie jest
wcale prosty i udowodniony zostal dopiero w 1911 roku, na kilka
lat przed powstaniem teorii wymiaru. Latwo natomiast

wykazac, ze prosta euklidesowaEl nie jest homeomorficzna
z plaszczyznaEl. Wynika to stad, ze po wyjeciu dowolnego
punktu z prostej przestaje ona byc spójna, co nie zachodzi
w wypadku plaszczyzny (zob. nizej).

Okazuje sie, ze tak okreslone pojecie wymiaru spelnia wszystkie
warunki (1)-(3), a zatem w szczególnosci prawdziwe jest
nastepujace
Zasadnicze twierdzenie teorii wymiaru. Wymiar przestrzeni
euklidesowej E" jest równyn.

Prawdziwe sa równiez nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie o monotoriicznosci wymiaru. Jezeli figura A jest
zawarta w figurzeB, to wymiar figury A nie przekracza w'ymiaru
figury B.

Twierdzenie o sumie. Jezeli figura A jest suma dwóch
domknietych figur B i C, to wymiar figury A nie przekracza
wiekszego z wymiarów figurB i C.
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Mówimy, ze figura daje sie zanurzyc w n-wymiarowa przestrzen

euklidesowa E", gdy jest ona homeomorficzna z pewna figura
lezaca wP. Nie kazda figura jednowymiarowa daje sie zanurzyc
w prosta El (na przyklad okrag). Istnieja takze figury
jednowymiarowe, które nie daja sie zanurzyc w plaszczyzneE2

(rys. 3). Okazuje sie jednak, ze kazda figure jednowymiarowa
mozna zanurzyc w trójwymiarowa przestrzen euklidesowaE3•

Wynika to z nastepujacego waznego i glebokiego twierdzenia.

Twierdzenie o zanurzeniu. Kazda figura n-wymiarowa daje sie
zanurzyc w(2n+ 1)-wymiarowa przestrzen euklidesowaE2Q+1.

Rys. 3. Jednowymiarowe figury nie dajace sie zanurzycw plaszczyznie

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja figura jest zerowymiarowa
tylko wtedy, gdy ma ona pokrycie dowolnie malymi i
rozlacznymi zbiorami domknietymi. A zatem zerowymiarowa
jest na przyklad kazda figura skonczona, a takze zbiór liczb
wymiernych (lub niewymiernych) na prostej lub na
plaszczyznie. Powiemy, ze domknieta figura lezaca w n-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej E"rozcina te przestrzen, gdy po jej

usunieciu z przestrzeni E" pozostala czesc przestaje byc spójna,
tzn. rozpada sie na kilka kawalków. Na przyklad okrag i prosta
rozcinaja plaszczyzneE2 (rys. 4a). Zauwazmy, ze sa to figury
jednowymiarowe. Okazuje sie, ze zadna figura zerowymiarowa
nie rozcina plaszczyzny. Podobnie, powierzchnia kuli, a takze
dowolna plaszczyzna rozcina trójwymiarowa przestrzen
euklidesowa E3 (rys. 4b). Zadna jednak figura jednowymiarowa

nie ma tej wlasnosci. Fakty te wynikaja z nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie o rozcinaniu. Zadna figura domknieta wymiaru
mniejszego niz n-l nie rozcina E".

a

Rys. 4. Rozcinanie przestrzeni Eli El

Wymienilismy zaledwie kilka twierdzen skladajacych sie na
piekna i bogata teorie wymiaru. Wszystkich zainteresowanych ta
teoria odsylamy do interesujacej i przystepnie napisanej
ksiazeczki R. Dudy pt. ,,0 pojeciu wymiaru" (Biblioteczka
Matematyczna 31, PZWS, Warszawa 1972).

Ruchy Browna (II)

Dr Bogdan CICHOCKI

W poprzednim numerze "Delty" opisalismy zmagania fizyków XIX wieku
z problemem tzw. ruchów Browna. Przypomnijmy podstawowe fakty. W roku
1827 Robert Brown odkryl zygzakowate ruchy wykonywane przez drobne
ziarenka zawieszone w cieczy. Ruchy te obserwowano dla wszystkich. substancji,
o ile zostaly one tak rozdrobnione, ze ziarenka mialy srednice co najwyzej kilku
mikronów. Próby wyjasnienia przyczyn ruchów Browna napotkaly powazne
trudnosci. Wszystkie hipotezy sprowadzajace owe przyczyny do dzialania
czynników zewnetrznych po konfrontacji z doswiadczeniem musialy zostac
odrzucone. Wyjasnienie zagadki na gruncie teorii kinetyczno-molekularnej
równiez wydawalo sie niezadowalajace. Jezeli bowiem przyjmiemy, ze ruchy
Browna sa wynikiem zderzen molekul cieczy z zawieszonymi w niej ziarenkami,
to: po pierwsze, proste oszacowanie wykazuje, ze predkosc, jaka uzyska ziarenko
na skutek jednego zderzenia z molekula cieczy, ma niezwykle mala wartosc; po
drugie, jak sugerowali przeciwnicy hipotezy atomowej, ziarenka sa bombardowane
równomiernie ze wszystkich stron i w rezultacie nie powinny w ogóle sie
poruszac. Co wiecej, jezeli wyliczymy srednia predkosc ziarenek na podstawie
zasady ekwipartycji energii, to uzyskamy wartosc ok. 10 tys. razy wieksza niz
obserwowana w eksperymentach. Tak wygladala sytuacja na przelomie XIX i XX
wieku. Wiek XX przyniósl jednak rozwiazanie zagadki. A oto, jak do tego doszlo.

Pierwszym waznym momentem bylo skonstruowanie przez Siedentopfa
i Zsigmondy'ego w roku 1903 tzw. ultramikroskopu. Zasada dzialania tego
przyrzadu byla bardzo prosta. Od 1868 roku znano zjawisko Tyndalla polegajace na
rozpraszaniu swiatla przez osrodki metne - osrodki, które sa wlasnie omawianymi
przez nas zawiesinami drobnych czasteczek w cieczach i gazach. Wiazka swiatla

&


