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Piekny dowód Schwarza

W artykule "Problem Kakeya" autor wspomnial o problemie Fagnano:w dany
trójkat ostrokatny wpisac trójkat o,jak najmniejszym obwodzie.Warto opisac
bardzo ciekawe rozwiazanie tego zagadnienia, podane przez H. A. Schwarza.I
Wykazemy, ze rozwiazaniem jest trójkatPQR (rys. l) utworzony przez spodki
wysokosci danego trójkataABC.
l) W oznaczeniach jak na rys. l mamy:r:.QRH = :r:.HRP. Dla dowodu starczy
zauwazyc, ze punktyQ, A, R, H leza na okregu (o srednicyAH) i "pobawic sie"
troche widocznymi katami.
2) Narysujmy inny trójkat UVW wpisany w 6, ABC. Zadanie bedzie
rozwiazane, jezeli wykazemy, ze obwód 6,UVW nie jest mniejszy niz trójkataPQR.
Odbijmy rysunek symetrycznie w prostejAC (rys. 2). Obrazy punktówA, B, C,
bedziemy tu i przy nastepnych odbiciach oznaczac tez przezA, B, C - ta
dwuznacznosc oznaczen nic nam nie zaszkodzi. Obrazy punktówP, R, U, W
oznaczymy przezP*, R*, U*, W*. Oczywiscie trójkaty PQR i P*QR* sa
przystajace, a punktyP, Q, R*, a takze punktyP*, R, Q - wspólliniowe (zob. l).
Stad mamy np. zeIPR*I = IPQ/+/QRI. Bok BC zostal obrócony o 2:r:.c.
3) Odbijmy symetrycznie tak powstaly trójkatABC jeszcze cztery razy:wAB,
potem wBC, AC i na koniec jeszcze raz wAB. Cala te serie odbic widzimy na
rysunku 3. Co stalo sie z bokiemBC pierwotnego trójkataABC? Obrócil sie
o 2:r:.C, potem o2:r:.B, nastepnie o -2:r:.C i wreszcie o -2:r:.B - a wiec zachowal
swój kierunek. Z tego zas, co stwierdzilismy w punkcie 2) wynika jasno, ze obwód
trójkata PQR "rozlozyl sie" wzdluz prostejPP'. Dokladniej:

PP' = 2· obwód6,PQR.

CO stalo sie z obwodem trójkataUVW? Odwinal sie wzdluz l~l.manejUU',
zaznaczonej na rysunku 3 przerywana linia. Lamana, jak to lamana, nie jest
krótsza od odcinka laczacego jej konce. Tak oto dowiedlismy, ze sposród
wszystkich trójkatów wpisanych w dany trójkat ostrokatny najkrótszy obwód ma
trójkat utworzony ze spodków wysokosci.
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Z warunków zadania wynika, ze xl = 3x1-l,

. skad xf = 3xf - x,. Podnoszac ostatnia
równosc do kwadratu mamy

xl = 9xf-6xt+xf = 27xf-9x,-18x, +6+

+xf = 28xf-27x,+6.

Analogiczne wzory zachodza dlax. i X3, mamy
wiecxl+xl+xJ = 28(xf+xl+xD-
-27(x, +X.+X3)+ 18 = 28«x, +X.+X3)2-

-2(x,X.+X.X3+X,X3»-27(x, +X.+X3)+ 18.

AlCX1+X1+X3 = 0, X1X1+X2;X3+X1X3 = -3
(z wzorów Viete'a). Ostatecznie xf +x~ + xJ =
= 28· 6+ 18 = 186.
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Latwo zauwazyc, zex, y > n. Piszac
1 1 1

x = n+u, y = n+v mamy --+ -- = -.n+u n+v n
czyli n(n+v)+n(n+u) = (n+u)(n+v), skad-
wynika, ze n1 = UtJ.

Gdy terazn jest liczba pierwsza, to jedynymi
rozwiazaniami równania n1 == ut' sa: u = l,
v -= n1; u = v = n; u = n1, V = 1,
odpowiadajace rozwiazaniom

x=n+l, y=nl+n; x=y=2n;

x = n1 + n, '0 y = II + l.
Jezeli terazn = k '1, k,l # l, to mamy np.
rozwiazanie u = k, v = k/2, czyli x = II = ki

Y = n+kJ2, rózne od Wyzejwypisanych.

__ RoZWiazanie zadania F 137.Sila Am~re'a, F = Ul x B, nie jest jedyna sil"
dzialajaca na przewodnik z pradem poruszajacy
sie w polu magnetycznym. Calkowita praca sily
Lorentza dzialajacej na przewodnik istotnie jest
zerowa, poniewaz sklada sie z pracy ,

mechanicznej zwiazanej z-sila Am~re'a
i z pracy pola elektrycznego indukowanego
w poruszajacym sie przewodniku (równej pracy
sily Am~re'a co do wielkosci, ale o przeciwnym
znaku) . W ten sposób pole magnetyczne
umozliwia transport energii od zródla pradu do
otoczenia, nad którym wykonywana jest praca
mechaniczna.

Aby sie o tym przekonac, rozwazmy
prostoliniowy element przewodnika poruszajacy
sie z predkosciav w polu magnetycznym
o indukcji B. Zalózmy, ze jednostka objetosci
przewodnika sklada sie zn+ jonów sieci
krystalicznej o ladunkachg i n_ elektronów
przewodnictwa o ladunkach - e, dryfujacych
(po przylozeniu napiecia zewnetrznego)
z predkosciau.
Calkowita sila Lorentza dzialajaca na jednostke
objetosci przewodnika w polu magnetycznym
sklada sie z sil dzialajacych na jony(1+) i na
elektrony (/_):

1= 1++1-;

1+ = n+gvxB

1- = - n_e(v+ u) X B:

Praca mechaniczna tej sily w czasie.dl wynosi

Wm = I' v41 = [n+gv xB- n_e(v+u) xB] 'vAt

= - n_eAI(Jl x B) .v.
Poniewazj = - n_eu jest gestoscia pradu
plynacego w przewodniku, rozpoznajemy w tym

wyrar.e.wu praa sity Atntpere'a. Nil je3t 10

jednak calkowita praca silyI: nie
uwzglednilismy faktu, ze elektrony porl!BUM sie
nie z predkoscia przewodn-ikav, le.~
z predkosciav + u. Calkowita praca w czasieAl
wynosi wiec

w = [/+ 'v+f_' (v+u))AI

= -n_e[(v+u)xB]'(v+u)AI

= -n_e[(u xB)' v+ (v xB)' u]AI z O.

Np. aby silnik elektryczny mógl wykonac prace
m.chaniczna, drugi skladnik pracyw musi
zostac zrównowazOny przez prace zródla pradu,
albowiem pochodzi on od sily
przeciwdzialajacej ruchowi dryfowemu
elektronów przewodnictwa. W ten sposób, jak
zapowiadalismy, pole magnetyczne umozliwia
zamiane energii zródla pradu na prace
mechaniczna·
Efektem dzialania sily.Lorentza na elektrOD)-
jest równiez zmiana ich koncentracji w obrebie
przewodnika. Pominelismy ja w naszych

rozwazaniach jako nieistotna. Warto jednak
przesledzic, jakie zmiany w koncentracji
elektronów maja miejsce np. w przypadku
przewodnika z pradem spoczywajacego w polu
magnetycznym i przewodnika bez pradu, aleJ
poruszajacego sie.
Uwazny Czytelnik zapewne spostrzeal, ze na
poczatku rozwiazania wspomnielismy o polu
elektrycznym indukowanym w przewodniku
poruszajacym sie w polu maanetycznym,
natomiast w dalszych rozwazaniach o polu
elektrycznym nie bylo wcale mowy. Dlaczeao?
(W razie trudnosci z odpowiedzia patrzDelIa
l/1983, zadanie F 128).
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