
Przypominamy,

Kazdy, kto nadesle pod adresem redakcji rozwiazanie wraz z zaadresowana do
siebie koperta - wieksza - z naklejonym znaczkiem, otrzyma wydruk
z komputera z komentarzem do tego rozwiazania.

Mizar MSE (7)

W dotychczas przedstawianych dowodach wszedzie tam, gdzie
krok dowodowy wymagal uzasadnienia, uzywalismy powolan na
przeslanki (by, then, hence), gdyz to wystarczalo. Czasem jednak
jakiegos faktu pomocniczego - takiego malego "Iematu" - ta
droga nie mozna uzasadnic, bo albo nie wiemy jak tego
dokonac, albo modul sprawdzajacy Mizara (checker) i tak by
tego nie'zaakceptowal. Cóz wtedy? Oczywiscie, nalezy zbudowac
dowód dla takiego faktu.

Mizar MSE pozwala na budowanie dowodów wewnatrz
innych dowodów. Zasady konstruowania tych wewnetrznych sa
takie same jak dowodów glównych. Objasnijmy to na
nastepujacym, sztucznym przykladzie, gdzie teza jest koniunkcja
dwu faktów, których moglibysmy dowodzic oddzielnie.

(FOR X EX Y ST NWeX,YJ & X(>Y) ~ <FOR x EX y ST NWCV,XJ & X<>Y)

F'ROOF

THUS FOR X EX y ST NW[X,YJ & X<>Y

PROOF LET X' BE ULAMEK;

CONSIDER Y' SUCH THAT

A': X'(>Y' & NWCX',Y'J BY NIEOGRANICZONOSC;

THUS EX y ST NWeX',YJ & X'(>Y BY A'

END;
THUS FOR X EX Y sr NW[Y,X] & X<>Y

PROOF LET X' BE ULAMEK;
CONSlDER Y' SUCH THAT

A": X'()Y' & NWCY',X'J BY NIEOGRANICZONOSC;

THUS EX y sr NWCY,X'] ~ X'()Y BY A"

END .

END;

Dowodzona teze wyjsciowa wykazalismy w dowodzie przez
kolejne konkluzje obu jej czlonów (które zrobilismy w "ciemno"),
przy czym dla kazdej z nich przedstawilismy dowód.
Oczywiscie w dowodach wewnetrznych mozemy uzywac symbolu
thesis, który w tym przypadku odnosi sie do tezy tego
wewnetrznego dowodu. Znaczenie thesis dowodu glównego zyje
wtedy swoim odrebnym zyciem (nie zmienia sie). Co wiecej,
w naszym przykladzie drugi wewnetrzny dowód mozemy
wyeliminowac piszac go jako fragment dowodu glównego. Mamy
bowiem wtedy udowodnic po prostu drugi z czlonów
wyjsciowej koniunkcji, co po pierwszej konkluzji jest wlasnie
trescia thesis w dowodzie glównym. Popatrzmy.

(FOR X EX Y ST NW[X,Y] & X<>Y) ~ (FOR X EX Y ST NW[Y,X] & x<>y)

F'ROOF

THUS FOR X EX Y ST NW[X,YJ & X<)Y

PROOF LET X' BE ULAMEK;

CONSIDER Y' SUCH THAT

A': X'<>V' ~ NWeX',Y'] BY NIEOGRANICZONOSC;

THUS THESIS BY A'

END;

LET X' BE ULAMEK;

CONSIDER Y' SU CH THAT

A": X'(>Y' ~ NW(Y',X'J DY NIEOGRANICZONOSC;

THUS THESIS DY A"

END;

Podkreslmy jeszcze raz, ze dwukrotne wystapienie thesis za
kazdym razem odnosilo sie do innego dowodu i znaczy.lo co
innego. W nastepujacym przykladzie równiez wielekroc
posluzymy sie symbolem thesis, i choc tym razem w kazdym
przypadku oznaczac bedzie ono takie same zdanie, to w dwu
przypadkach z innych powodów niz w trzech pozostalych.

Dowiedzmy, ze dla dpwolnych dwu ulamków istnieje ulamek
niemniejszy od kazdego z nich.
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FOR X,Y EX Z ST NWCX,ZJ ~ NWCY,ZJ

PROOF LET X',Y' DE ULAMEK;

A: NWeX',Y'J IMPLIES THESIS

PROOF

ASSUHE NWCX',Y~J; •

THEN NWCX",Y'J lx NWCY',Y'J BY ZWROTNOSC;

HENCE THESIS

END;
NWCY',X'] IHPLIES THEsrs

PROOF

ASSUME B: NWCY',X');

NWCX',X'J BY ZWROTNOSC;

HENCE THESIS BY B

END;

HENCE THESIS BY A, 5POJNOSC

END;

Jest to dosc typowy sposób korzystania z przeslanki bedacej
alternatywa (tutaj otrzymywanej niejawnie z aksjomatu
spójnosci). Pokazujemy wtedy, ze dowodzona teza wynika tak
z jednego, jak i drugiego jej czlonu. Gdyby alternatywa miala
wiecej czlonów, to musielibysmy oczywiscie zrobic to dla
kazdego jej skladnika.

Stosówanie dowodów wewnetrznych jest wygodne przy
dowodzeniu tez zawierajacych spójnik zdaniowy równowaznosci
(iff). W Mizarze MSE takiej tezy musimy dowodzic wykazujac,
ze zachodzi koniunkcja dwu implikacji; mianowicie, ze pierwszy
czlon równowaznosci implikuje drugi, oraz ze drugi jej czlon
implikuje pierwszy. Spójrzmy na prosty przyklad

FOR X,Y HOLDS NW[X,YJ lx X(>Y IFF NOT NWr.y,X]

PI:;:OOF LET X' ,Y' BE ULAMEK;
THUS NWeX',Y') ~ X'(>Y' IMPLIES NOT NWCY',X'J BY ANTYSYMETRIA;

THUS NOT NWCY',X'] IMPLIES NWeX',Y'] ~ X'(>Y'

BY SPO.JNOSC, AN"rYSYMETRIA
END;

Kolejnosc wykazywania tych implikacji jest istotna i musi byc
taka jak wyzej. Jest to wymóg checkera. W tym prostym
przykJ::.dzie obylismy sie jeszcze bez dowodu wewnetrznego, ale
w 'lastepnym uzyjemy dowodu zagniezdzonego dwukrotnie.

FOR X,Y HOLDS

<EX z ST NW[X,Z] & NW[Z,y] & X<>Z & Z<>Y) IFF (X<)Y & NW[X,Y])

PROOF LET X,Y BE ULAMEK;

THUS (EX Z ST NW[X,Z] & NW[Z,Y] & X<>Z & Z<>Y)

IMPLIES <X< >Y & NW[X,Y])

F'ROOF

GIVEN Z 5UCH THAT

A' NW[X.Z] AND B: NW[Z,Y] AND c' X<>Z AND Z<)Y;

THUS X< >Y

PROOF A5SUME X=Y; THEN NWCX,Z] lx NWeZ,XJ BY A,B;

THEN Z=X BY ANTYSYMETRIA;

HENCE CONTRADICTION BY c

END;

THUS NWex,y] BY PRZECHODNIOSC,A,B

END;

THUS THESIS BY GESTOSC

END;

W tym przykladzie thesis oznaczalo wlasnie te druga
implikacje wymagana do dowodu równowaznosci (bo pierwsza,
juz dowiedziona, byla przedmiotem czesciowej konkluzji).

W nastepnym odcinku pokazemy, jak mozna eliminowac
dowody przez pewna konstrukcje, bedaca w wielu przypadkach
odpowiednikiem dowodu, chÓc bez jawnego napisania, jakiej
tezy dowodzimy.

MIEDZY: FOR X,Y,Z HOLDS MCX,Y,ZJ IFF NWeX,YJ ~ NWCY,ZJ

Zadania. Rozszerzmy nasz wstep dotyczacy ulamków

o nastepujacy aksjomat (bedacy w istocie definicja predykatu
M - "lezenia miedzy").

Prosze teraz udowodnic nastepujace tezy:

T20: Fm~ X,Y HOLDS XOY IFF (NOT NW[X,YJ OR NOT NWCY,X])

T21: FOR X,Y,Z,X' ST HCX,Y,ZJ lx M(X,X',Y] HOLDS MCX,X',ZJ

T22: FOR X,Y,Z,X',Y' 5T MCX,X',YJ ~ MCY,Y',ZJ

HOLDS MCX,Y,ZJ ó MCX',Y,Y'J
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