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o ulamkach lancuchowych pisal wDelcie

5/1979 prof. dr Andrzej Schinze!. Czytelnicy Delty znaja doskonale rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych. Wiedza, kiedy
ulamek ma rozwiniecie skonczone. wiedza tez, ze liczby wymierne (i tylko one) rozwijaja sie
w ulamki okresowe. Cóz to jednak jest ulamek lancuchowy?

[a] oznacza czesc calkowita liczbya. tzn.

[a] jest liczba calkowita i[a] '" a < [a] + l.

.r 1
Dla a = y2 mamy ko = l; a, = --:;=-- =y2-1

./- 1 ./-
= y2+1 ik, = 2;a> = .r - y2+1y2+1-2

ik> = 2; ... ; a. = VI+lik. = 2; ...

l
Wezmy liczbe rzeczywistaa i óznaczmy ko = [a].Gdy a nie jest calkowita. wezmyal = ---

a- [a]
i postapmy z liczbaal podobnie - tzn.kI = [ad i jesli at l Z (zbiór liczb calkowitych), to

a2 = l . Idac tak dalej tworzymy dwa ciagi - (a.) i (k.) (k. = [a.];an = k. + - ~)al - [ad a.+1
i mozemy napotkac liczbe calkowitaa.- otrzymamy skonczony ciagko•... ,k.; lub nie -
wtedy wynikiem naszego postepowania jest nieskonczony ciagko, kI, ... liczb naturalnych
(ko moze byc ujemne). W przypadku pierwszym interpretacja otrzymanego ciagu jest prosta:

a = ko+

kt + k2+

Niech a = ~ (k. l E Z. l > 1). Wtedy

a- [a] = -~, i O < m < l. a zatem a. = .!...·m
im < l; po co najwyzej l krokach dojdziemy
do liczby calkowitej.

Ladne rozwiniecie na ulamek lancuchowy ma

.. y':5-1 II 11

zlota proporcJa. --2-- = ]T +]T+ ...

l'+-
k.

i a jest liczba wymierna. Ulamek po prawej stronie nazywamy ulamkiem lancuchowym

dlugosci n. (TU umowa - ulamek taki bedziemy dla oszczednosci miejsca zapisywac'

ko + 1:11+ ... + 1~.I) . Co wiecej, kazda liczba wymierna da sie zapisac jako ulamek lancuchow:f
skonczony. Jak jednak interpretowac ciag nieskonczony?

Liczbe wymierna w. = ko+ I~tl + ... + I~nl nazwijmy n-tym reduktem liczbya, natomiast a.-
n-ta reszta. Pokazemy, ze ciag reduktów liczbya jest do niej zbiezny. Bedzie to uzasadnialo

zapis a = ko+ I:tl + ... + ILI + ... oraz nazwe - ulamek lancuchowy nieskonczony - dla tego

zapisu. Przedstawmyn-ty redukt w postaci ulamka nieskracalnego!!::.- (P., q. E Z; q. > O).
q.

Wtedy ciagi (P.) i (q.) spelniaja zaleznosci rekurencyjne

(l)
p. = p.-tk.+p.-2,

q. = q.-tk.+q.-2,

Po = ko,

qo = l,
Pt = kokt+I,

ql = kt.

Zarazem dla dowolnych róznych od zera liczb rzeczywistychko, ... ,knjesli liczby Pl, ql (i =

= O, ... , n) spelniaja (l), to :: = ko+ I~tl+ ... + ILI (i = O, ...• n). Jesli liczby ki (i = 1,2, ... )

sa naturalne i liczbyPl, ql (i = O, l, ... ) spe~iaja (1), to liczbyPl.,ql (i = O, 1, ... ) sa wzglednie
pierwsze.
Mamy bowiem

p.-tq.- P.q.-l = P.-t(q.-tk.+q.-'2)- (]'J.-tk.+p.-2)q.~ t = - (Pn-2q.-t - Pn-tq.-2) =
= (-I)·-t(POql-PtqO) = (-1)·.

Tak wiecP. i q. nie moga miec wspólnego dzielnika wiekszego niz 1.

Obliczmy róznic~ miedzy liczbaa i jej n-tym reduktem

P. P.q-a.+l +P.-lq.-p.q.a.+l-p.q.,la- - = ---------------
qo (q.a.+l +q.,l)q.

+ IkII+ -\_l_I. Ze wzoru (1) stosowanego dla ciaguko,n an+ 1

(-l)·
(q.a.+l +qo-l)q.

p.a.+l +P.,l

q.a.,+l+q.-l
a=

M .. ' k 11
amy OCZywIsclea = o+ fI'; +

kI, ... ,k., a.+l mamy

Mamy pokazac; ze jesli liczbyp" Ql (i =

= O•...• m) spelniaja (I). to..!'..!...= ko +
gl

II 1 I .
+ jk; + ... +"[k; (. = O•...• m).
Dla m = O i 1 jest to oczywiste. Zalózmy. ze

udowodnilismy powyzsze stwierdzenie dla

pewnego midla dowolnych liczb

ko, ... , k", E R'-., (O}.

Wezmy liczby lo •...• 1"'+1 E R'-., (O} i niech
ko = lo, ... , km_1 =·/m-l.· km = lm+

+ -1_1-. Korzystajac z zalozenia"'+1

indukcyjnego mamy (liczby Pl i Ql sJl
utworzone dla ciagulo, "0' /m+l; dla

j ~ m-t, sa one takie same dlako, ,-o,

k",_.).

1\ 1 l 1 I
10+ il.' + ... + \1"'+1 = ko+ jk; + ... +

1 I p",_.k",+p",_>+ - = .-----.- =
I km g",_.k", +g",_1

(P",_.I",+p",_»I"'+1 +P"'_' Pm+.
a (gm_.lm+g",_~)lm+' +gm-. = 'gm+'



A zatem redukty parzyste sa mniejsze, a nieparzyste wieksze oda oraz (z uwagi na
nierównosci qn+I < qnan+I +qn-I < qn+1+qn)

qn(qn+qn+l) < la- :: I
1<---

qnqn+1

Wystarczy pokazac, ze ciag reduktów
ulamka lancuchowego spelnia warunek

Cauchy'ego. (Tzn: dla kazdego.> O

mozemy znalezc takie ne, ze dla n > ne

. k N IPn+k Pn I ) ll E mamy --- - - < E • A e
qn+k an

n+k

I~ _!!!!...\ = I '" (El. - Y-'..·-'-)I =qn+k qn L-.J ai al-l
;=n+l

I n+k (_1)1_1 l l= L ~I ~gnqn+l :s;; fi"2"
;=,,+1

11 1 I 1\ 1 I
n = 3+ f7+ [i5+ fi + j292 + ...

~ k .. l . 22 355
re"u tarnI sa WIeCu amk.7' li uZywane
jako dobre przyblizenia liczbyn.

Dla a = { mamy ko = O,ki = 4, a wiec

d k O. I l k' . d .
re u ty to T l "".4' u aro ow pasce nich

brak. Tymczasem najlepszym przyblizeniem

jest np.+. Otóz jesli wprowadzimy redukt

dlugosci (- 1) jako formalny iloraz {., tzn.
P-I = l, q-I = O, to wsród ulamków

posrednich pojawi Sie'+.

+ jest najlepszy",: przyblizeniem pierwszego

rodzaju liczby +, ale nie jest najlepszym
przyblizeniem drugiego rodzaju, bo

11.+-01 < 13'+-llil < 3.

Ze wzoru (1) wynika, izqn ;;. n, a zatem Iimpn = a. Kazdej liczbie niewymiernej odpowiada
qn

wiec ulamek lancuchowy nieskonczony. Ale i na odwrót - jesli dany jest ciag(kn) liczb

naturalnych (ko moze byc ujemne), to ciag jego reduktów jest ~biezny (do liczby niewymiernej,
oczywiscie), przy czym róznym ulamkom lancuchowym odpowiadaja rózne liczby rzeczywiste
(trzeba sie tylko umówic, ze ostatni wyraz w ulamku skonczonym jest wiekszy niz 1).

No dobrze, ale po co takie dziwolagi jak ulamki lancuchowe? Czy rzeczywiscie sa pod jakimis
wzgledami lepsze od rozwiniec dziesietnych? Otóz tak - ciag reduktów jest wyrózniony wsród
innych ciagów liczb wymiernych, zbieznych do danej liczby rzeczywistej. Mówia o tym prawa
najlepszego przyblizenia.

Oczywiscie odleglosc dowolnej liczby rzeczywistej od zbioru liczb wymiernych jest zero - nie ma

sensu mówic o najlepszym przyblizeniu wsród nich. Mozna natomiast szukac takiego elementu
k

wsród liczb o mianownikach niewiekszych od ustalonej liczbym. Jesli - jest najblizszymam
k

elementem tego zbioru, to nazywamy - najlepszym przyblizeniem pierwszego rodzaju.m
k

Innymi slowy - musi spelniac warunek:
m

Jesli; # ~ i I;-al~I: -al- tos > m.

Wszystkie redukty sa takimi najlepszymi przyblizeniami (bedzie to wynikac z dalszych rozwazan).
Ale nie tylko one. Poza nimi takimi przyblizeniami moga byc, lecz nie musza, ulamki posrednie,
tzn. ulamki postaci

Pn-l pn-l +Pn pn-l +2pn pn-l +kn+1Pn Pn+l

qn-l ' qn-l +qn' qn-l +2qn , ... , qn-l +kn+1qn = qn+l

k
Mozna rozpatrywac nieco inne - mocniejsze - pojecie przyblizania. Liczbe - nazywamy

m
najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju, gdy spelnia warunek:

r k
Jesli.~ # - i Ir-sal ~ Ik-mal, to s> m.

s m

Oczywiscie kazde takie przyblizenie jest przyblizeniem w poprzednim sensie, ale nie odwrotnie.
Teraz mozna podac pelna charakteryzacje reduktów danej liczby.

Kazde najlepsze przyblizenie drugiego rodzaju liczbya jest jej reduktem i odwrotnie, kazdy

redukt jesf jej najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju (jedyny oczywisty wyjatek to polowa
liczby nieparzystej i jej zerowy redukt).

A oto dowód: Jesli ulamek ~ jest najlepszym przyblizeniema = ko+ I~II+ ... + 1~.1+..., to

~> ko. (InaCZej 11'a-kol < la- ~I~Ima-II, ale m;;' 1). Jesli ~ nie jest reduktema,m I m m

to jest zawarte miedzy dwoma reduktamia o tej samej parzystosci pn- I i Pn+l lub jest wieksze
qn-l qn+l

niz ~ (ciag reduktów parzystych rosnie, a nieparzystych maleje). W pierwszym przypadku
ql

~I _ = I Pn-l _ pn I> I~_Pn-l I;;.~I_qnqn-l I qn-l qn m qn-l mqn_l

( pn l l . Pn- l) A . Z d ..
- ezy po mneJ stromea IllZ - l --. WIeCm > qn. ruglej strony
qn m qn-l

1 m Ipn+ I l I I l I
Iqna-Pnl ~ -- = ----~ m ..---- ~ m a-- = Ima-II,

qn+l qn+l . m qn+t m m

i
czyli - nie jest najlepszym przyblizeniem. W drugim przypadku postepujemy podobnie.

m

2



Oczywiscie mo jest wyznaczone
jednoznacznie. Gdyby dla 10 '" l, bylo

la-~I=la-~I,toa= 10+11.mo mi 2mo

Ulamek ten jest nieskracalny - inaczej samo a
(po skróceniu) byloby lepszym przyblizeniem a

niz...!.!!.... '" a - zatem jest reduklem (n-tym)
mo

liczby a. Mamy wiec

Pn = 10+11, gn = 2mo = kngn_1 +gn-2

(gdzie kn ;;. 2), czyli dla kn > 2 lub kn = 2

in> l jest gn-l < mo. Ale lan-la-Pn_d =

1 l l 110-/11
= - = -- ~ - ~ ---- = lamo-lol,

an 2mo 2 2
co przeczy wyborowi mo.

Nieco bardziej skorr.plikowany jest dowód drugiej czesci. Chcemy pokazac, ze redukt!..'!...- jest
qN

l
najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju. Wsród ulamków - o mianownikach niewiekszych

m •

niz qN wybieramy ten - o najmniejszym mianowniku - dla którego wyrazenieIma-II jest
l

najmniejsze. Ulamek ten -_0_ - jest wyznaczony jednoznacznie, jest zatem najlepszym
mo .

przyblizeniem a, wiec na podstawie udowodnionego poprzednio reduktema - powiedzmy
i-tym (i ~ N). Gdyby bylo i < N, otrzymalibysmy sprzecznosc:

l l l l
-- ~ ---- ~ --- < Iqla-pLI ~ IqNa-PNI < --
qN+l qN+qN-l ql+l+ql qN+l

( ••• u 'k kr 'I . lo Pl )
przedostatrua ruerownosc wym a z o es ema -= - .

mo q,

Widzielismy juz, ze y2:= 1+ r±l + r-41+ ... , ulamek lancuchowy jest okresowy. Ulamek
okresowy zawsze przedstawia pierwiastek (niewymierny) równania kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitych (niewymiernosc kwadratowa). Jesli bowiem ulamek jest
okresowy, to ciag reszt(an) tez jest okresowy, czyliam = an dla m "# n. A zatem

a=
qn_lan + qn-2 qm-lan+qm-2

czyli an (i (ówniez a) jest niewymiernoscia kwadratowa(Pn-l qm-l - Pm-l qn-l "# O).

Okazpje sie, ze równiez odwrotnie, kazda niewymiernosc kwadratowa rozwija sie w ulameklancuchowy okresowy. Reszty niewymiernosci kwadratoweja sa równiez niewymiernosciami
kwadratowymi. Równania kwadratowe, których sa pierwiastkami, maja wspólczynniki wspólnie
ograniczone - jest ich wiec-skonczenie wiele. Pewne dwie resztyanH i ak musza byc wiec równe

i ulamek musi byc.qkresowy.

Ulamki lancuchowe maja równiez wady. Rozwiniecia dziesietne latwo dodawac - jak jednak
dodac dwa ulamki lancuchowe, tzn. jak znalezc trzeci ulamek lancuchowy bedacy ich suma?
To pytanie pozostaje bez odpowiedzi.

Niestety, w kwietniu jeden z przyrzadów byl caly czas zepsuty.
Dwie pierwsze rubryki nie budzily watpliwosci:O; O. Ale co
napisac w trzeciej?

Oto problem, z jakim zetkneli sie pracownicy w pewnym
instytuCie badawczym. Co miesiac musieli wypelniac formularze
dotyczace czasu i sposobu wykorzystania kosztownych urzadzen
w tymze instytucie. Miedzy innymi trzy rubryki: pierwsza-
czas, przez jaki urzadzenie bylo sprawne w ciagu miesiaca;
druga - czas, przez jaki to urzadzenie pracowaloi trzecia,
najwazniejsza - stopien wykorzystania urzadzenia - iloraz dwu
poprzednich liczb.

S d· , l' Uprawor awczo<:;c.rzecz walna, czyl '?
Zero - stwierdzil Magister wypelniajacy formularz - przeciez
przyrzad ani chwili nie pracowal.

Jeden - powiedzial Docent, kierownik pracowni - przyrzad
pracowal caly czas, przez który byl sprawny.

A moze nieskonczonosc - zaproponowal Adiunkt - niedoszly
uzytkownik - tyle osób chcialo przy nim pracowac, licznik jest
wiec jakby dodatni, wiec przy dzieleniu przez zero wyjdzie
nieskonczonosc.

Historie opowiedzial zaprzyjazniony matematyk, którego jeden
z pracowników instytutu poprosil o pomoc.

J. R.


